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YorT^ort. 

In  der  Sammlung  „Aus  Natur  und  Geisteswelt"  habe  ich 
eine  „Einführung  in  die  Infinitesimalrechnung"  erscheinen 
lassen,  die  mit  dem  vorliegenden  Buch  viele  Berührungs- 
punkte hat. 

Damals  mußte  wegen  der  Enge  des  Raumes  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Ziele  jener  Sammlung  Verschiedenes  bei- 
seite gelassen  werden,  was  jetzt  ausführlich  behandelt  werden 
konnte,  so  z.  B.  die  Theorie  der  Irrationalzahlen. 

Bei  der  Definition  der  Irrationalzahlen  habe  ich  mich  an 
Dedekind  angeschlossen.  Die  Rechnungsarten  sind  dann  aber 
in  einer  Weise  eingeführt,  die  wieder  an  Cantor  erinnert. 
Ich  bin  zu  dieser  Darstellung  durch  die  Arbeiten  Bai  res  an- 
geregt worden. 

Der  Begriff  „Grenzwert"  läßt  sich,  wie  ich  schon  in 
meiner  kleinen  Schrift  gezeigt  habe,  sehr  einfach  beschreiben, 
wenn  man  sich  des  Ausdrucks  „fast  alle"  bedient.  Haben 
die  Glieder  einer  unendlichen  Menge  mit  einer  endlichen  An- 
zahl von  Ausnahmen  eine  gewisse  Eigenschaft,  so  sage  ich, 
daß   fast    alle  Glieder   der  Menge   diese  Eigenschaft   besitzen. 

Die  Formel  ,. 

lim  x^=-  X 

bedeutet  dann,  daß  in  jeder  Umgebung  von  x  fast  alle 
^n  liegen. 

Der  Kenner  wird  auch  an  andern  Stellen  des  Buches  neue 
Formulierungen  und  Vereinfachungen  bemerken,  die  hoffent- 
lich das  Studium  der  Infinitesimalrechnung  erleichtern. 

Ich  habe  mich  bemüht,  überall  möglichst  streng  zu  sein. 
Nur  bei  der  geometrischen  Interpretation  der  Zahlen  mittelst 
der  Zahlenlinie  fürchtete  ich  den  Leser  abzuschrecken,  wenn 
ich  auf  eine  Erörterung  der  zugrunde  liegenden  Axiome  ein- 
gegangen wäre.  Durch  die  neueste  Arbeit  Ilölders  sind  die 
einschlägigen  Fragen  mit  abschließender  Gründlichkeit  erledigt. 

Hervorgehoben  sei  noch,  daß  ich  mich  aus  Rücksicht  auf 
den  Umfang  des  Buches  auf  das  reelle  Gebiet  beschränkt  habe. 

Bonn,  im  September  1908.  G.  Kowalewski. 
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Einleitung. 

Die  Probleme,  die  zur  Erfinduno;  der  Infinitesimalrechnimor 
den  Anstoß  gaben,  warendas  Tangentenproblem,  das  Problem 
der  Maxima  und  Minima  und  das  der  Berechnung  von 
Linien,  Flächen  und  Körpern. 

Schon  die  alten  griechischen  (ieometer  haben  sich  in 
speziellen  Fällen  mit  diesen  Problemen  beschäftig^;.  Vor  allen 
ist  Archimedes  (287 — 212)  zu  nennen,  der  zur  Berechnung 
von  Flächen  und  Körpern,  sowie  zur  Bestimmung  von  Schwer- 
punkten eine  Art  Integralrechnung  benutzte.  Berühmt  ist 
seine  Quadratur  eines  Parabelsegments,  ebenso  seine  Kreis-  und 
Kugelberechnung. 

Aber  erst  nach  Begründung  der  analytischen  Geometrie 
durch  Vieta  (1540—1603)  und  Descartes  (1596—1650) 
konnten  die  genannten  Probleme  in  voller  Allgemeinheit  be- 
handelt werden. 

Sie  fanden  ihre  Erledigu2ig  in  Newtons  Fluxionsrechnung 
und  Leibnizens  Differential-  und  Integralrechnung.  Beide 
Rechnungsarten  unterscheiden  sich  nur  in  den  Bezeichnungen. 
Die  von  Leibniz  (1646 — 1716)  eingeführte  Symbolik  ist  aber 
so  zweckmäßig,  daß  sie  die  Newtons  gänzlich  verdrängt  hat. 

Newton  (1642 — 1727)  hielt  seine  Fluxionsrechnung  sehr 
lange  zurück,  weil  er  wahrscheinlich  einen  exakten  Aufbau 
dieser  Disziplin  vermißte.  In  seinem  berühmten  Werk  „Philo- 
sophiae  naturalis  principia  mathematica"  (1686 — 1687)  leitet 
er  alles  nach  den  strengen  Methoden  der  Griechen  ab  und 
macht  von   der  Fluxionsrechnung   überhaupt  keinen  Gebrauch. 

Leibniz  veröffentlichte  schon  1684  in  den  „Acta  erudi- 
torum"  eine  kurze  Note  über  seine  Differentiakechnung,  und 
unbekümmert    um    die    mangelhaften    Grundlagen    der    neuen 
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Geschichtliches. 


Rechnungsart  machten  er  und  seine  Schüler  (vor  allem  die 
Bernouillis)  den  ausgiebigsten  Gebraucli  von  ihr. 

Das  war  für  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  ein  Segen. 
Das  große  Gebiet,  das  durch  die  Infinitesimalmethode  er- 
schlossen war,  mußte  zunächst  nach  den  verschiedensten 
Richtungen  durchforscht  werden.  Erst  dann  konnte  (in  der 
zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts)  eine  kritische  Periode 
kommen,  wo  man  dem  neuen  Kalkül  eine  solide  Grundlage 
zu  geben  versuchte. 

Es  stellte  sich  heraus,  daß  vor  allem  eine  exakte  Fassung 
des  Zahlbegriffs  nötig  war.  Dedekind,  Weierstraß  und 
G.  Cantor  zeigten  Wege  zu  einer  strengen  Einführung  der 
Irrationalzahlen.  Und  jetzt  ist  man  imstande,  die  Infinitesimal- 
rechnuno- in  völlig  einwandsfreier  Weise  aufzubauen.  Auch 
ihre  Anwendung  auf  die  Geometrie  ist  einer  kritischen  Prüfung 
unterzoo-en  worden  und  die  diesbezüglichen  Probleme  kf'lnnen 
als  erlediort  tjelten. 

Wir  werden  im  folgenden  die  Grundzüge  der  Differential- 
und  Integralrechiniiiff  in  strenj^er  Weise  entwickeln  und  dem- 
gemäß  mit   Betrachtungen  über  irrationale  Zahlen  beginnen. 


Kapitel  I. 
Eiufüliruiig  der  Irrationalzahlen. 

§  1.  Rationale  Zahlen.  Die  ganzen  Zahlen  0,  1, 
—  1,  2,  —  2,  .  .  .  sowie  die  positiven  und  die  negativen  Brüciie 
nennt  man  rationale  Zahlen  oder  Rationalzahlen. M  Sie 
reichen  aiis^  um  jede  Gleichung  von  der  Form 

ax  -\-  h  =  0 
aufzulösen,   vro   a   und   h   ganze  Zahlen   sind   und   a  von  Null 
verschieden  ist. 

Beschränkte  man  aber  den  Zahlbegriff  auf  die  rationalen 
Zahlen,  so  wäre  z.  B.  schon  die  Gleichung 

x'-2  =  0 
nicht  mehr  lösbar. 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerke  man,  daß  jede  gerade 
ganze  Zahl  ein  gerades  Quadrat  liefert,  jede  ungerade  ganze 
Zahl  dagegen  ein  ungerades  Quadrat.  Sind  nun  m  und  n 
zwei  teilerfremde  ganze  Zahlen,  so  würde  aus 

(~j  =2     oder     in^=2ir 

folgen,  daß  m  gerade  ist,  also 

m  =  2)n      \  in'  eine  ganze  Zahl). 
Dann  hätte  man  aber 

4:m"-=2n^,     d.h.     2m"-^=n^, 
und  n  müßte  ebenfalls  gerade  sein,  also 

n  =  2n      (n   eine  ganze  Zahl). 
ni  und  n  wären  also  nicht  teilerfremd,  gegen  die  Voraussetzung. 


1)  Wir  nehmen   an,   daß   der  Leser  mit  diesen  Zahlen  zu  rechnen 
weiß,  wie  es  auf  der  Schule  gelehrt  wird. 

1* 


Schnitte  im  Gebiet  der  ßationalzahlen. 


Es  gibt  keine  Rationalzahl,  deren  Quadrat  gleich 
2  ist. 

Um  solche  Vorkommnisse  wie  die  Unauflösbarkeit  der 
Gleichung  a;^  —  2  =  0  auszuschalten,  hat  man  eine  Erweiterung 
des  ZahlbegrifFs  vorgenommen,   die  wir  jetzt   darlegen  wollen. 

§  2.  Schnitte  im  Gebiet  der  Ratioualzahlen.  Unter 
einem  Schnitt  im  Gebiet  der  Rationalzahlen  verstehen  wir 
mit  Dedekind ')  eine  Einteilung  dieser  Zahlen  in  zwei  Klassen 
von  solcher  Beschaffenheit,  daß  jede  Zahl  der  einen  Klasse, 
die  die  untere  heißt,  kleiner  ist  als  jede  Zahl  der  andern 
Klasse,  die  die  obere  heißt. 

Wir  erhalten  z.  B.  einen  Schnitt,  wenn  wir  von  einer  be- 
liebigen Rationalzahl  a  ausgehen  und  in  die  eine  Ivlasse  alle 
Rationalzahlen  werfen,  die  kleiner  oder  gleich  a  sind, 
in  die  andre  Klasse  alle  Rationalzahlen,  die  größer  als 
a  sind. 

Ebenso  erhalten  wir  einen  Schnitt,  wenn  wir  in  die  eine 
Klasse  alle  Rationalzahlen  werfen,  die  kleiner  als  a  sind,  in 
die  andre  Klasse  alle  Rationalzahleu,  die  größer  oder  gleich 
a  sind. 

Diese  beiden  Schnitte  haben  das  Eigentümliche,  daß  im 
ersten  FaU  in  der  unteren  Klasse  eine  größte,  im  zweiten 
Fall  in  der  oberen  Klasse  eine  kleinste  Zahl  vorhanden  ist 
(nämlich  d). 

Liegt  ein  Schnitt  vor,  der  in  der  unteren  Klasse  eine 
größte  (in  der  oberen  Klasse  eine  kleinste)  Zahl  a  aufweist, 
so  muß  jede  Rationalzahl,  die  größer  (kleiner)  als  a  ist,  der 
oberen  (unteren)  Klasse  angehören.  Andererseits  ist  jede  Zahl 
der  oberen  (unteren)  Klasse  größer  i  kleiner)  als  jede  Zahl  der 
unteren  (oberen)  Klasse,  also  auch  größer  (kleiner)  als  a.  Die 
obere  (untere)  Klasse  besteht  somit  aus  allen  Rationalzahlen, 
die  größer  (kleiner)  als  a  sind,  die  untere  (obere)  folglich  aus 
allen  Rationalzahlen,  die  kleiner  oder  gleich  (größer  oder 
gleich)  a  sind. 


1)  „Stetigkeit  uml  irrationale  Zalilen",     Braunschweig,  1872. 
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Es  gibt  noch  eine  dritte  Art  von  Schnitten^  bei  denen 
weder  in  der  unteren  Klasse  eine  größte  noch  in  der 
oberen  Klasse  eine  kleinste  Zahl  vorhanden  ist. 

Werfen  wir  z.  B.  in  die  obere  Klasse  alle  positiven 
Rationalzahlen,  deren  Quadrat  größer  als  2  ist,  und  in  die 
untere  Klasse  alle  übrigen  Rationalzahlen,  so  ist,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  ein  Schnitt  hergestellt.  Bei  diesem  Schnitt 
gibt  es  aber  weder  in  der  unteren  Klasse  eine  größte  noch  in 
der  oberen  Klasse  eine  kleinste  Zahl. 

Ist  nämlich  r  eine  positive  Rationalzahl,  die  (wie  1)  der 
unteren  Klasse  angehört,  so  hat  man,  weil  weder  y'^'^2  noch 
>•-=  2  sein  kann  (vgl.  §  1 1,  r2<  2.  Nun  wähle  man  die  posi- 
tive Rationalzahl  li  so,  daß 


Ä  <  1     und     /i  <  — 


!r+  1 
ist.     Dann  wird 

■      (r  +  /i)2  =  >-2  +  2rÄ  +  /r  <  r-  +  (2r  +  l)/i  <  2  . 

In  der  unteren  Klasse  gibt  es  also  keine  größte  Zahl. 
Ist  r  eine  Zahl  der  oberen  Klasse,  also  r  >  0  und  r->  2, 
so  läßt  sich  die  positive  Rationalzahl  h  so  wählen,  daß 

)•- 2 

^      2r 
Dann  wird  r  ~  li  positiv  und 

(r  _  hf  =  ;-2  _  2rh  +  Iv  >r'--2rh>2. 

In  der  oberen  Klasse  gibt  es  also  keine  kleinste  Zahl. 

§  3.  Irrationale  Zahlen.  Wir  haben  drei  verschiedene 
Arten  von  Schnitten  kennen  gelernt,  die  durch  folgende  Aus- 
sagen charakterisiert  sind: 

1.  In  der  unteren  Klasse  gibt  es  eine  größte  Zahl  a. 

2.  In  der  oberen  Klasse  gibt  es  eine  kleinste  Zahl  a. 

o.  Es  gibt  weder  in  der  unteren  Klasse  eine  größte  noch 
in  der  oberen  Klasse  eine  kleinste  Zahl. 

Im  Falle  1  und  2  wollen  wir  nvm  sagen,  daß  durch  den 
Schnitt  die  Rationalzahl  a,  im  FaUe  3  aber,  daß  durch  ihn 
eine  Irrationalzahl  bestimmt  oder  definiert  wird. 


6  Vergleichung  rationaler  und  irrationaler  Zahlen. 

Darin  liegt  die  Erweiterung  des  Zahlbegriffs,  die  oben 
angekündigt  wurde. 

§  4.  Vergleichung  einer  Irrationalzahl  und   einer 

Rationalzahl.  Wenn  q  eine  Irrationalzahl  und  r  eine  Ratioual- 
zahl  ist,  so  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  gehört  r  zur 
unteren  Klasse  des  Schnittes,  durch  den  q  definiert  wird,  oder 
r  gehört  zur  oberen  Klasse  dieses  Schnittes. 

Im  ersten  Falle  wollen  wir  sagen,   daß  r  kleiner  als  q, 
oder,  daß  q  größer  als  r  ist,  und  schreiben 
r  <C  Q     oder     q  >  r. 

Im  zweiten  Falle  wollen  wir  sagen,  daß  r  größer  als  q, 
oder,  daß  q  kleiner  als  r  ist,  und  schreiben 

r  >  ()     oder     ()<>'. 

Eine  Irrationalzahl  ist  dieser  Festsetzung  zufolge 
größer  als  jede  Rationalzahl  der  unteren  Klasse  und 
kleiner  als  jede  Rationalzahl  der  oberen  Klasse. 

Wenn  also  a  eine  Zahl  der  unteren  und  b  eine  Zahl  der 
oberen  Klasse  eines  Schnittes  ist,  durch  den  die  Zahl  ./•  be- 
stimmt wird,  so  hat  man,  x  mag  rational  oder  irrational  sein, 

jedenfalls 

a  ^  X  ^h , 

d.  h.  keine  Zahl  der  unteren  Klasse  ist  größer  und 
keine  Zahl  der  oberen  Klasse  kleiner  als  die  durch 
den  Schnitt  bestimmte  Zahl. 

§  5.  Ungleichungen  zwischen  zwei  Rationalzahlen 
und  einer  Irrationalzahl.  Sind  r,  s  rational  und  y  ir- 
rational, so  folgt  au.s 

r<Q<  s 
immer 

r  <  s. 

Denn  rCQ  bedeutet,  daß  /•  zur  unteren,  q-^s,  daß  s  zur 
oberen  Klasse  des  Schnittes  gehört,  durch  den  q  definiert 
wird.  Jede  Zahl  der  unteren  Klasse  ist  aber  kleiner  als  jede 
Zahl  der  oberen  Klasse. 


Vergleichung  irrationaler  Zahlen. 


Ebenso  leicht  erkennt  man,  daß  aus 

Q  <)■  <  S 

immer 

Q  <  s 
und  aus 

r  <s  <  Q 
immer 

r  <Q 
folgt. 

§  6.  Vergleichung  zweier  Irrationalzahlen,  q  und 
(7  seien  zwei  verschiedene  Irrationalzahlen.  Damit  meinen 
wir,  daß  die  Schnitte,  durch  die  die  Irrationalzahlen  q  und  6 
definiert  werden,  verschieden  sind.^)  Dann  muß  es  also  eine 
Rationalzahl  r  geben,  die  bei  dem  einen  Schnitt  der  oberen, 
bei  dem  andern  Schnitt  der  unteren  Klasse  augehört,  die  mit- 
hin größer  ist  als  die  eine,  sagen  wir  p,  uud  kleiner  als  die 
andre  der  beiden  Irrationalzahlen,  so  daß  man  hat 

Q  <r  <6 . 

Wir  woUen  nun  q  die  kleinere  und  6  die  größere  der 
beiden  Zahlen  q,  6  nennen  und  schreiben 
Q  <C  (3     oder     ö  >  p  . 

Zur  liechtferticrung  dieser  Definition  bedarf  es  noch  der 
Bemerkung,  daß  keine  Rationalzahl  s  existieren  kann,  die  den 
Ungleichungen 

<3  <S  <  Q 

genügt.     Aus   /•  <  0  <  ö*  würde  aber   nach   §  5    folgen   r  <  s, 
aus  s  <i  Q  <i  r  dagegen  s  <  r. 

§  7.  Ungleichungen  zwischen  einer  Rationalzahl 
und  zwei  Irrationalzahlen.  Sind  q,  g  irrational  und  r 
rational,  so  folgt  nach  der  Definition   in  §  G  aus 

Q  <r<6 

immer 

Q  <6. 

1)  Sind  Q  und  c  durch  denselben  Schnitt  definiert,  so  schreiben 
wir  Q  =  a  und  nennen  q  und  a  gleich. 


Ungleichungen  zwischen  drei  Zahlen. 


Man  bemerke  femer,  daß  aus 

r<Q.<6 
immer 

r  <  6 
und  aus 

Q  <<3  <r 
immer 

Q  <)• 

folgt.  Denn  wegen  p  <  ö  gibt  es  eine  Rationalzahl  a  derart, 
daß  Q  <  s  <  6  ist.     Wir  haben  also  im  ersten  Falle 

r  <  Q  <s  <  6 , 
im  zweiten  Falle 

Q  <S  <  6  <  t  . 

Hieraus  ergibt  sich  aber  im  ersten  Falle  r  <  s  <  ö  und  r  <  (?, 
im  zweiten  Falle  q  <is  <Cr  und  q  <  r,  immer  unter  Benutzung 
von  §  5. 

§  8.  Ungleichungen  zwischen  drei  Irrationalzahlen. 

Sind  p,  0,  X  irrational,  so  folgt  aus 

immer 

p  <  T  . 

Man  wähle  die  Rationalzahl  r  so,  daß  p  <  r  <  (?  ist.    Dann 

hat  man 

Q  <r  <6  <x  . 

Nach  §  7  ist  also  p  <  >*  <  t  und  p  <  t. 

§  lt.  Die  reellen  Zahlen.  Rationalzahlen  und  Irrational- 
zahlen nennt  man  reelle  Zahlen  oder  kurz  Zahlen.  Wir 
wollen  hier  einige  Eigenschaften  dieser  Zahlen  zusammenstellen. 

1.  Sind  a  und  ß  zwei  verschiedene  Zahlen,  so  ist 

entweder     «  <  /i     odei"     rc  >  /3 , 
und  wenn  drei  Zahlen   u,  ß,  y  zueinander  in  der  Beziehung 
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a<ß<y 
stehen,  so  folgt  daraus  immer  ^) 

(c  <  y  . 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaften  sagt  man,  daß  die  reellen 
Zahlen  eine  geordnete  Menge  bilden. 

n  Zahlen  «^^  «2,  .  .  .,  k,^  kann  man  stets  so  anordnen,  daß 
keine  Zahl  größer  (kleiner)  als  die  folgende  ist.  Man  nennt 
sie  alsdann  aufsteigend  (absteigend)  geordnet. 

2.  Wenn  a  <  y,  so  läßt  sich  ß  (sogar  rational)  so  wählen, 
daß  cc  <  ß  <  y  ist. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  nennt  man  die  Menge  der 
reellen  Zahlen  dicht. 

Wir  sagen  von  ß,  daß  es  zwischen  «  und  y  liegt 
(zwischen  «  und  y  enthalten  oder  eingeschlossen  oder  eine 
Zahl  zwischen  a  und  y  ist). 

Daß  es  wirklich  zwischen  a  und  y  eine  Rationalzahl  ß 
gibt,  folgt,  wenn  «  und  y  beide  irrational  sind,  aus  der  Defi- 
nition in  §  6.  Wenn  cc  rational  und  y  irrational  {cc  irrational 
und  y  rational)  ist.  folgt  es  daraus,  daß  unter  den  Rational- 
zahlen, die  kleiner  (größer)  als  eine  Irrationalzahl  sind,  keine 
die  größte  (kleinste)  ist.     Sind  endlich  cc  und  y  beide  rational, 

so  genügt  es  z.  B.  ß  =  -_-(«  -f  y)  zu  setzen. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Bemerkung  2  erkennt 
man,  daß  es  n  Rationalzahlen  't\,  r^,  .  .  .,  f\  gibt,  die  den  Un- 
gleichungen 

cc  <  i\  <  )\  <...<>•„<  y 

genügen;  dabei  ist  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl. 

3.  Eine  reelle  Zahl  a  läßt  sich  stets  zwischen  zwei 
Rationalzahlen  r  und  s  einschließen,  die  eine  vorgeschriebene 
Differenz  d  haben  (d  rational  und  positiv). 

Wenn  a  rational  ist,  so  genügt  es 

r  =  cc  —  —d ,     s  =  cc  -\-  ^  d 


1)    Sind   a,  /J,  -/   sämtlich  rational,    so   ist   das   selbstverständlich. 
Andernfalls  ergibt  es  sich  aus  den  vorigen  Paragraphen. 
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zu  setzen.  Wenn  a  irrational  ist,  so  sei  Tq  eine  Rationalzahl 
der  unteren,  Sq  eine  Rationalzalil  der  oberen  Klasse  des  zu- 
gehörigen Schnittes.  Dann  lassen  sich  die  ganzen  Zahlen  j) 
und  q  so  wählen,  daß 

2)d  <  ^0     und     qd  >  Sq 

wird.     In  der  arithmetischen  Reihe 

2ul,  (p  +  l)d,  .  .  .,  qd 

ist  das  Anfaugsglied  kleiner,   das  Endglied   größer  als  a.     Ist 

das    erste    Glied    in    dieser    Reihe,    das    a    übertrifft,    nd,    so 

setze  man 

r  =  (>i  —  l)d     und     *;  =  nd . 

4.  Wir  sind  von  den  rationalen  Zahlen  dadurch  zu  neuen 
Zahlen  gelangt,  daß  wir  Schnitte  vornahmen.  Versucht  mau 
dasselbe  bei  den  reellen  Zahlen,  so  ergibt  sich  keine  Er- 
weiterung   des    Zahlbegriffs.     Es  gilt    nämlich  folgender   Satz: 

Hat  man  einen  Schnitt  im  Geliiet  der  reellen 
Zahlen^),  so  gibt  es  entweder  in  der  unteren  Klasse 
eine  größte  oder  in  der  oberen  Klasse  eine  kleinste 
ZahL 

Jeder  Schnitt  S  im  Gebiet  der  reellen  Zahh'u  enthält 
einen  Schnitt  S  im  Gebiet  der  Rationalzahlen.  Ist  (c  die 
durch  S  definierte  Zahl  und  /3  >  a  {ß  <.  «\  •'^^^  ^ilit  sich  die 
Rationalzahl  ;■  so  wählen,  daß  man  hat 

/i  >  »•  >  c(     (ß  <  r  <  cc) . 

Da  r  alsdann  der  oberen  (unteren)  Klasse  von  3,  also  auch 
von  >S'  angehört,  so  gehört  ß  zur  oberen  (unteren")  Klasse  von 
S.  a  ist  also  entweder  die  größte  Zahl  der  unteren  oder  die 
kleinste  Zahl  der  oberen  Klasse  von  »S'. 

Auf  Grund  der  obigen  Eigenschaft  nennt  man  die  Menge 
der  reellen  Zahlen  stetig. 

1)  D.  h.  eine  Einteilung  ilieser  Zahlen  in  zwei  Klassen  derart,  daß 
jede  Zahl  der  einen  Klasse  kleiner  als  jede  Zahl  der  andern  ist 
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§  10.  Intervalle.  Ist  a  <  h,  so  bezeichnet  man  deu  In- 
Ijeo-riff  aller  Zahlen  x,  die  den  Bedinguno-en 

<(  <  X  <.^ 

genügen,  als  das  Intervall  {(1,1))  oder  (b,  a). 

a  und  h  heißen  die  Grenzen  des  Intervalls,  und  zwar  a 

die   untere   und   h   die   obere  Grenze.     Die   Grenzen    gehören 

o 

nach  der  obigen  Definition  nicht  mit  zu  dem  Intervall.  Wollen 
wir  a  oder  h  oder  a  und  h  mit  zu  dem  Intervall  rechnen,  so 
schreiben  wir  (ß,  h)  bzw.  {a,  &)>  bzw.  <[a,  h}. 

Yen  den  Zahlen,  aus  denen  das  Intervall  besteht,  sagen 
wir,  daß  sie  dem  Intervall  angehören,  in  ihm  liegen,  in 
ihm  enthalten  sind,  in  das  Intervall  fallen. 

[a,  h)  heißt  eine  Umgebung  von  x,  wenn  x  in  (o,  h) 
enthalten  ist,  wenn  also  x  zwischen  a  und  b  liegt. 


Kapitel  IL 
Grenzwerte. 

§  11.  Zahlenfolgen.  Denkt  man  sich  in  der  natürlichen 
Zahlenreihe  1,  2,  3  .  .  .  jedes  Glied  n  durch  eine  reelle  Zahl  u^^ 
ersetzt,  so   entsteht    eine   Zahlenfolge   oder   kurz  eine  Folge. 

Sind  alle  Glieder  einer  Folge  Rationalzahlen,  so  nennen 
wir  die  Folge  rational. 

Es  gibt  rationale  Folgen,  in  denen  alle  Rationalzahleu 
vorkommen.  Jede  positive  Rationalzahl  läßt  sich,  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise,  in  der  Form  p/q  schreiben,  wo  jj;  und  q 
positive  ganze  Zahlen  und  teilerfremd  sind,  j)  +  q  wollen  wir 
die  Höhe  der  betrachteten  Rationalzahl  nennen.  Die  Rational- 
zahlen von  der  Höhe  w  ergeben  sich,   wenn  man  in  der  Reihe 

1  2  « —  1 

«  —  1 '   n  —  2'   ■  ■  ■'   "  1 

diejenigen  Brüche   streicht,   die   sich   kürzen   lassen.     Y^n  der 
Höhe  2   ist  nur  die   1,   von  der  Höhe  3  sind   1/2  und  2,   von 
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der  Höhe  4  sind  1/3  und  3  usw.  Denkt  man  sieh  nach- 
einander die  Zahlen  von  der  Höhe  2,  3,  4,  .  .  .  aufgeschrieben, \) 
so  hat  man  eine  Zahlenfolge  »*i,  »*2  7  ^'g?  ■  •  •>  in  der  jede  posi- 
tive Rationalzahl  einmal  und  nur  einmal  auftritt.  Die  Folge 
0,  r^,  —  r^,  r^,  —  ^g,  ...  enthält  dann  offenbar  alle  Kational- 
zahlen  und  jede  nur  eiumal.^) 

Wenn  die  Folge  «/,  u^',  u^',  .  .  .  aus  u^,  u^,  u^,  ...  durch 
Streichung  gewisser  ii^  entsteht,  so  soll  ^f/,  w«',  u./,  .  .  .  eine 
Teilfolge  von  k^,  Wg,  u.^,  .  .  .  heißen. 

§  12.  Häufungswerte  einer  Zahlenfolge.  Man  nennt 
/(  einen  H auf ungs wert  der  Folge  u^,  it^,  x.^,  .  .  .,  wenn  in 
jeder  Umgebung  von  ii  unendlich  viele  ^)  Glieder  der  Folge 
liegen.  Es  genügt  offenbar,  rational  begrenzte  Umgebungen 
zu  betrachten. 

Wenn  man  in  einer  Folge  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  hinzufügt,  so  ist  jeder  Häufungswert  der  neuen  Folge 
auch  ein  Häufungswert  der  alten  Folge. 

Ist  ?f/,  u.-,',  i(^',  .  .  .  eine  Teilfolge  von  n^,  ii.y,  u^,  ...  so  i.st 
jeder  Häufungswert  von  ii/,  u^,  u./,  .  .  .  auch  ein  Häufungswert 
von   «j,  Mg,  Mg,  .  .  ■ 

Eine  Folge,  die  aus  ii^,  u^,  u^,  .  .  .  durch  Umordnung  der 
Glieder  entsteht,  hat  dieselben  Häufungswerte  wie  Uy,  u.,,  u.^,  ... 

Die  in  §  11  konstruierte  Folge  aller  Rationalzahlen  hat 
die  Eigenschaft,  daß  für  sie  jede  Zahl  ein  Häufungsw^ert  ist. 
In  jedem  Intervall  (a,  b)  gibt  es  nämlich  (vgl.  §  i>,  Be- 
merkung 2)  unendlich  viele  Rationalzahlen,  d.  h.  unendlich 
viele  Glieder  unserer  Folge, 

§  i;i.  Beschränkte  Zahlenfolgen.  Satz  von  Weier- 
straß.  Eine  Zahlenfolge  heißt  beschränkt,  wenn  es  ein  Inter- 
vall (a,  b)  gibt,  das  alle  Glieder  der  Folge  enthält.     Man  darf 


1)  Die  Zahlen  von  der  Höhe  »  denken  wir  uns  so  geordnet,  daß 
die  Zähler  zunehmen. 

2)  Daß  die  Hationalzahlen  sich  in  Form  einer  Folge  schreiben 
lassen  oder,  wie  man  sagt,  eine  ab/ähniarc  Mt-n«.'»-  bilden,  hat  Georg 
C  an  tot  bemerkt. 

3)  D.  h.  nicht  bloß  eine  endliruf  Aii/.alii. 
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offenbar  a  und  h  als  rational  voraussetzen,  und,  wenn  mau 
will,  a  =  —  h  annehmen. 

Liegt  eine  beschränkte  Folge  vor,  so  gibt  es  immer 
Rationalzahlen,  die  von  unendlich  vielen  Gliedern  der  Folo-e 
übertroffen  werden,  und  auch  solche  Rationalzahlen,  die  diese 
Eigenschaft  nicht  haben.  Alle  Rationalzahlen  der  ersten  Art 
wollen  wir  in  die  untere,  alle  Rationalzahlen  der  zweiten  Art 
in  die  obere  Klasse  werfen.  Dann  ist  jede  Zahl  der  unteren 
Klasse  kleiner  als  jede  Zahl  der  oberen  Klasse.  Es  ist  also 
ein  Schnitt  hergestellt. 

u  sei  die  Zahl,  die  durch  diesen  Schnitt  bestimmt  wird. 
Ist  dann 

r  <  i<  <  s'  <  s     (r,  s,  s    rational) , 

so  gehört  r  zur  unteren,  s  zur  oberen  Klasse,  r  wird  also 
von  unendlich  vielen  Gliedern  der  Folge  übertroffen,  s  dagegen 
nicht.  Daraus  geht  hervor,  daß  in  (r,  s)  unendlich  viele  Glieder 
der  Folge  liegen. 

Jede  rational  begrenzte  Umgebung  von  u  enthält  hiernach 
unendlich  viele  Glieder  unserer  Folge.  Also  ist  u  ein  Häu- 
fungswert. 

Damit  haben  wir  den  Weierstraßschen  Satz  bewiesen, 
daß  jede  beschränkte  Zahlenfolge  wenigstens  einen 
Häufungswert  besitzt. 

Der  hier  gefundene  Häufungswert  u  hat  aber  noch  eine 
besondere  Eigenschaft.  Ist  tv  >  u,  so  kann  iv  kein  Häufuno-s- 
wert  unserer  Folge  sein.  Um  das  zu  erkennen,  wähle  man 
die  Rationalzahlen  r  und  s  so,  daß 

u  <.r  <.  w  <  s 

ist.  Wäre  w  ein  Häufungswert,  so  müßten  in  (r,  s)  unendlich 
viele  Glieder  der  Folge  liegen.  Diese  würden  alle  größer  als 
r  sein,  während  doch  r  zur  oberen  Klasse  des  vorhin  kon- 
struierten Schnittes  gehört,  u  ist  also  der  größte  oder,  wie 
man  auch  sagt,  der  oberste  Häufungswert  der  Folo-e. 

Wirft  man  alle  Rationalzahlen,  die  größer  sind  als  un- 
endlich  viele  Glieder   einer  beschränkten   Folge,   in   die   obere 
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Klasse,  alle  andern  Rationalzahlen  in  die  untere  Klasse,^)  so 
ffelancft  man  zu  dem  kleinsten  oder  untersten  Häufungs- 
wert. 

$  14.  Beschränkte  Zahlenfolgen  mit  einem  einzigen 
Häufuugswert.  Auf  Grund  des  Weierstraßschen  Satzes 
hat  eine  beschränkte  Zahlenfolge  u^,  u^,  h^.  .  .  .  wenigstens 
einen  Häufungswert. 

Wir  wollen  jetzt  den  ausgezeichneten  Fall  betrachten,  daß 
nur  ein  Häufungswert  vorhanden  ist.  Nennen  wir  diesen 
einzigen  Häufungswert  «,  so  müssen  in  jeder  Umgebung  {r,s) 
von  n  unendlich  viele  Glieder  der  Folge  liegen.  Es  gilt  aber 
noch  mehr.  Außerhalb  (i;  s)  kann  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Gliedern  unserer  Folge  geben.  Bliebe  nämlicli  nach 
Unterdrückung  aller  Glieder  m„,  die  in  (>•,  s)  enthalten  sind, 
noch  eine  ganze  Folge  »/,  %',  u.^',  .  .  .  von  Gliedern  übrig,  so 
hätte  diese  nach  dem  Weierstraßschen  Satze  einen  Hänfungs- 
wert  V,  der  sicher  von  n  verschieden  ist,  weil  kein  w„'  in 
(V,  s)  liegt.  Nach  §  12  müßte  aber  v  auch  für  w^,  «o,  »s,  •  •  • 
ein  Häufungswert  sein.  Diese  Folge  hätte  also  zwei  Häufungs- 
werte, gegen  die  Voraussetzung. 

Wenn  es  in  einer  Folge  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Gliedern  gibt,  die  eine  gewisse  Eigenschaft  nicht 
haben,  so  wollen  wir  sagen,  daß  fast  alle  Glieder  der 
Folge  jene  Eigenschaft  besitzen. 

„Fast  alle"  soll  also  immer  heißen:  „alle  mit  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Ausnahmen". 

Nach  Einführung  dieser  Redeweise  können  wir  unser 
obiges  Resultat  so  ausdrückou: 

Hat  eine  beschränkte  Zahlenfolge  nur  einen  Häu- 
fungswert, so  liegen  in  jeder  Umgebung  desselben  fast 
alle  Glieder  der  Folge. 

Steht  eine  Folge  Wj,  u^,  k^,  .  .  .  zu  einer  Zahl  i(  in  der 
Beziehung,  daß  in  jeder  Umgebung-)  von  u  fast  alle  Glieder 

1)  In  beiden  Klassen  gibt  es  wirklich  Zahlen. 

•2)  Auch  hier  kann  man  sich  auf  rational  begrenzte  Umgebungen 
beschränken. 
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der  Folge  liegen,  so  neuut  mau  die  Folge  konvergent  und 
u  ihren  Grenzwert.  Man  sagt  auch,  daß  die  Folge,  oder, 
daß  M^  nach  u  konvergiert  (dem  Grenzwert  n  zustrebt,  den 
Grenzwert  u  hat)  und  schreibt 

lim  u^  =  u . 
„lim"  ist  der  Anfang  des  lateinischen  Wortes  lim  es  (Grenze). 
Gelesen  wird  diese  Formel  so: 

limes  ?f„  gleich  u. 

Was  wir  oben  fanden,  läßt  sich  jetzt  auch  so  formulieren: 

Jede  beschränkte  Folge  mit  einem  einzigen  Häu- 
fungswert ist  konvergent,  und  dieser  Häufungswert 
ist  ihr  Grenzwert. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  umgekehrt  jede 
konvergente  Folge  beschränkt  und  ihr  Grenzwert  der 
einzige  Häufungswert  ist. 

\ixüii^=  u  besagt,  daß  in  jeder  Umgebung  von  u  fast 
alle  u^  liegen.  Ist  also  a  <  n  <  h,  so  gibt  es  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Gliedern  a^,  die  nicht  zwischen  a  und  1> 
fallen.  Wir  wollen  sie  die  Ausnahmeglieder  nennen. 
Wählen  wir  nun  ein  Intervall  (a,  ß)  so,  daß  die  Ausnahme- 
glieder und  auch  a  und  h  darin  enthalten  sind,  so  liegen  alle 
Glieder  der  Folge  in  ( «,  ß).  Die  Folge  ist  also  beschränkt. 
u  ist  offenbar  ein  Häufungswert  von  ihr.  Wenn  v  von  u  ver- 
schieden ist,  so  können  wir  um  ii  und  v  Umgebungen  kon- 
struieren, die  keine  Zahl  gemein  haben.  Es  ö;enüo;t  in  der 
Tat,  je  nachdem  ii  >  v  oder  u  <  r  ist,  drei  Rationalzahlen  r, 
5,  t  so  zu  wählen,  daß  r  >  u  >  s  >  r  >  ^  bzw.  r  <  i<  <  s  <  f  <  ^ 
ist.  In  {)',  s)  liegen  dami,  weil  lime/„=if  ist,  fast  alle  w„. 
Also  enthält  (.s,  f)  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Glieder, 
und  daher  kann  r  kein  Häufungswert  unserer  Folge  sein.  « 
ist  demnach  ihr  einziger  Häufungswert. 

TD  (D 

Nunmehr  wissen  wir,  daß  konvertfente  Folgen  und 
beschränkte  Folgen  mit  einem  einzigen  Häufungswert 
ein  und  dasselbe  sind. 

§  15.     Bemerkiing'en     über     konvergente     Folgen. 

1.  Wenn   eine  Folü'e    nach    u   konvero-iert    und   man  füu't  eine 
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endliche  Anzahl  beliebiger  Glieder  hinzu,  so  entsteht  eine 
neue  Folge,  die  ebenfalls  nach  ti  konvergiert. 

2.  Jede  Teilfolge  einer  nach  u  konvergierenden  Folge  hat 
ebenfalls  den  Grenzwert  u. 

3.  Jede  Folge,  die  aus  einer  nach  u  konvergierenden  Folge 
durch  Umordnung  der  Glieder  entsteht,  hat  ebenfalls  den 
Grenzwert  u. 

4.  Ist 

lim  i(^  =  II     und     lim  u,,'  =  u , 

so  hat  auch  die  Folge 

/  /  / 

deren  (2n  —  l)-tes  Glied  «„  und  deren  f2w)-tes  Glied  h„'  lautet, 
den  Grenzwert  u. 

5.  Wenn 

h.rau^=  n ,     limv„=i'     und     M<r 

ist,  so  sind  fast  alle  «(„  kleiner  als  die  entsprechenden  v,,. 

Wir  können  nämlich  wegen  u  <  v  die  Rationalzahlen  r, 
5,  f  so  wählen,  daß 

r<ii<s  <v<t 

ist.     Da  fast  alle   h„  in  (>•,  s)  und  fast  alle  i\  in  {s,  t)  liegen, 
so  sind  fast  alle  «,^  kleiner  als  die  entsprechenden  r„. 
G.  Hat  man 

liniH,,'=«     und     lim^'„"=?/ 
und  beständig 

"«'  <  w„  £  u,;', 
so  ist  auch 

lim  M„  =  u  . 

In  jeder  Umgebung  von  u  liegen  nämlich  fast  alle  «/ 
und  fast  alle  u^",  folglich  auch  fast  alle  «(,,. 

§  16.  Monotoue  Polgen.  Eine  Folge  u^,  u.,,  n^,  ... 
heißt  aufsteigend,  wenn 

"1  £  "2  ^  «<3  ^  •  •  • » 
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d.  h.  kein  Glied  größer  als  das  folgende,  und  absteigend,  wenn 

^'i  ^  ^'2  ^  ^'3  ^  •  •  •  > 
d.  h.  kein  Glied  kleiner  als  das  folgende  ist. 

Beide  Arten  yon  Folgen  bezeichnet  mau  als  monotone 
Folgen, 

Ist  u^,  1(2,  M3,  .  .  .  aufsteigend  und  beschränkt,  so  gibt 
es  nach  dem  Weierstraßschen  Satze  einen  Häufungswert  u. 
Dieses  u  wird  von  keinem  Glied  der  Folge  übertroffen.  Wäre 
nämlich  w^>«*,  so  enthielte,  wenn  r  <C  u  ist,  (r,  u^)  nur  eine 
endliche  Anzahl  Ton  Gliedern  u^,  und  u  könnte  kein  Häufungs- 
wert sein.  Hätte  unsere  Folge  zwei  Häufungswerte  u  und 
V  (>  u),  so  gäbe  es,  wenn  s  >  v  ist,  in  (^<,  s)  kein  11^,  während 
doch  V  ein  Häufungswert  sein  soll. 

Eine  beschränkte  aufsteigende  Folge  ist  also 
immer  konvergent  und  ihr  Grenzwert  wird  von  keinem 
Glied  der  Folge  übertroffen. 

Ebenso  leicht  überzeugt  man  sich,  daß  eine  beschränkte 
absteigende  Folge  immer  konvergent  ist  und  ihr 
Grenzwert  kein  Glied  der  Folge  übertrifft. 

Eine  monotone  Folge  ist  also  dann  und  nur  dann 
konvergent,  wenn  sie  beschränkt  ist. 

§  17.  Häufungswerte  als  Grenzwerte.  Wenn  u  ein 
Häufungswert  von  Uj,  u^,  ii^j  .  .  .  ist,  so  gibt  es  in 
«j,  i<2,  «3,  .  .  .  eine  Teilfolge  u^',  «,'>  'ih,  ■  •  ■,  die  nach  u 
konvergiert. 

Nach  §  9  (Bemerkung  3)  läßt  sich  die  Rationalzahl  r„  so 
wählen,  daß 

>■  <  ?<  <  ^„  H 

ist;  dabei  soll  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  sein. 

Wir   wollen    das  Intervall  |r„ ,  r  H )    kurz    mit   U     be- 

\  "'    "   '     nj  "■ 

zeichnen.     In  ll„  liegen   daim,    weil  11   ein  Häufungswert  ist, 

unendlich  viele  m„. 

Jetzt  sei 

Uy    das  erste  Glied  der  Folge,  das  in  Ui  Hegt; 
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u^  das  erste  auf  «/  folgende  Glied,  das  in  llg  li^gt; 

11^  das  erste  auf  u^  folgende  Glied,  das  in  U3  liegt,  usw. 

Offenbar  ist  u^,  u^,  Wg',  . . .  eine  Teilfolge  von  m^,  u^,  u^, 
Wir  wollen  beweisen,  daß 

lim?i„'=  u 
ist. 

Es  sei 

r  <C  u  <C  s     (r,  s  rational ) , 

und  man  wähle  die  Rationalzahlen  ;•',  s    so,  daß 

»"<>*'<  w  <  s'  <  5 

ist.     Wenn  dann 

n  > und  zugleich     n  > 7 , 


so   liegt  U„  in   (r,  s).     Wäre  nämlich  >•„  ^  r,   so  würde  folgen 

'•n  +  i  <  '•  +  ('•'  -  *•)  ,        ^1-    ll-       >•«  +  \  <  '-'  <  ^'  . 

während  doch  r„  +  -  >  u  ist.  Wäre  ferner  r,,  +  ^  s ,  so 
würde  folgen 

y\  +  (5  —  6-')  >  s ,     d.h.     >•„  >  s  >u, 
während  doch  r^  <  u  ist.     AVir  sehen  also,  daß 

'•  <  r„  <  r„  +  l  <  s 

ist,  d.  h.  daß  U„  in  (r,  s)  liegt,  sobald  nur  n  größer  als 
1  :  (r'  —  r)  und  zugleich  größer  als  1  :  (s  —  s')  ist. 

In  jeder  rational  begrenzten  Umgebung  von  n  liegen 
demnach  fast  alle  U„,  mithin  auch  fast  alle  u,/.  Das  be- 
deutet aber,  daß  limH^/=  x  ist. 

In  §  11  haben  wir  eine  rationale  Zahlenfolge  kennen  ge- 
lernt, in  der  jede  Rational/ahl  vorkommt.  In  §  12  bemerkten 
wir,  daß  für  diese  Folge  jede  Zahl  ein  Häufungswert  ist.  Auf 
Grund  des  obigen  Satzes  gibt  es  daher  zu  jeder  Zahl  eine 
rationale  Zahlenfolge,  deren  Grenzwert  sie  ist.  Das 
läßt  sich  auch   leicht  direkt  beweisen. 
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Kapitel  IH. 
Die  rationalen  Reclmungsoperationen. 

§  18.  Summe  zweier  Zahlen.  XacK  §  17  gibt  es  zu 
jeder  reellen  Zahl  eine  rationale  Zahlenfolge,  deren  Grenz- 
wert sie  ist. 

X  und  y  seien  zwei  reelle  Zahlen,  und  man  habe 

lim  ^''„=  3C     und     lim  i/„=  y         (x^,  y^  rational). 
Wir  wollen  die  Folge 

^1     I     i/i  •    ^2  ~r  ?/2  J    '^3  ~i~  II 3  >  •  •  ■ 

betrachten. 

Da  jede  konvergente  Folge  beschränkt  ist,  so  läßt  sich 
die  positive  Rationalzahl  c  so  wählen,  daß  alle  x^  und  alle  ?/^ 
in  ( — c,  c)  enthalten  sind.  Dann  liegen  aber  alle  a;„+«/„  in 
(—  2c,  2c),  so  daß  die  Folge  i\  +  y^,  X2-\-  y.j,  .  ■  .  beschränkt 
ist,  also  nach  dem  Weierstraßschen  Satz  wenigstens  einen 
Häufungswert  hat. 

Hätte  sie  zwei  Häufungs werte  u  und  r(>  w),  so  gäbe  es 
nach  §  17  eine  Teilfolge 

x^  +  ^i',  x^  "f  ?/2';  •  •  •  ^i^  ^^^  Grenzwert  u 
und  eine  Teilfolge 

x^'  +  y/',  Xg"  +  y^' ,  .  .  .  mit  dem  Grenzwert  v. 

Wegen  u  <  v  lassen  sich  die  Kationalzahlen  r.  r',  s,  s'  so 
wählen,  daß  man  hat 

r  <  H  <  >•'  <  5  <  t;  <  s. 
Da  fast  alle 

und  fast  alle 

^n"  +  i/n"    in    (S,    S) 

liegen,  so  werden  die  Differenzen 

«'  +  Un")  -  (^n    +  Vn) 

oder  die  Summen 

«'-<)  +  (yn'-yä) 

fast  alle  größer  sein  als  .s  —  >•'. 

2* 
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Andererseits  lassen  sich,  wenn  die  positive  Rationalzahl  d 

vorgelegt   wird,    die    Rationalzahlen    a   und   h   so   wählen,   daß 

man  hat 

er  <  X  <  a  +  d     und     h  <.y  <h  -\-  d. 

Fast  alle  x^'  und  a;„"  sind  dann,  in  (a,  a  -f  d)  enthalten, 
ebenso  fast  alle  ?/,/  und  ?/„"  in  (b,  h  -\-  d),  folglich  fast  alle 
Xj^"  —  x^  und  y^'  —  y^  in  (—  d,  d),  also  fast  alle 

«'-^«') +  (?/«"-;'/„') 

in  (-  2d,  2d). 

Setzen  wir  d  ==  ^  {s  —  r),  so  entsteht  ein  Widerspruch. 

Wir  wissen  jetzt,  daß  die  Folge  x^-\-  y^,  rr,  -|-  ^2»  ■  •  •  ^OH" 
vergent  ist  (vgl.  §  14).  Ihren  Grenzwert  wollen  wir  mit  x  -\-  y 
bezeichnen  und  ihn  die  Summe  von  x  und  y  nennen. 

Damit  diese  Definition  einen  Sinn  hat,  muß  noch  folgen- 
des gezeigt  werden. 

Wenn 
lim  x^=  X     und     lim  y„  =  y         {x^,  y^  rational) 
ist,  so  hat  man  immer 

lim  (.r„+ ?7J  =  lim  (.r„-f  y,,). 

Nach  §  15  (Bemerkung  4)  konvergiert 

und 

2/u  Ui,  ?/2;  2/2;  ••  •    ii^ch    y. 
Also  ist  die  Folge 

^1  +  «/n  ^1+  Vi,  ^2  +  y-iy  ^'i  +  y-i,  ■  •  • 
konvergent.     Nach  §  15  (Bemerkung  2)  streben  alle  Teilfolgen 
einer    konvergenten    Folge    demselben    Grenzwert    /.u.      Mithin 
haben  auch  a;,  +  y^  und  x^  -\-  y^  denselben  Grenzwert. 

Wenn  x  und  y  beide  rational  sind,  so  kann  man  alle  x„ 
gleich  X  und  alle  y„  gleich  y  setzen.  Dann  werden  aUe  a „  +  .V«> 
mithin  auch  lim  (x^  -\-  //„\  gleich  ./•  +  y.  Unsere  Definition 
führt  also   im   Falle  rationaler  x,  y  zu  keinem  Widerspruch. 

§  l!».  Produkt  zweier  Zahlen.     Wie  in  §  IS  sei 
lim  a„=.r     und     lim  y„=  y         (./„,  y„  rational). 
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Dann  ist  die  Folge 

'''i!/l>   '^2^/2?   "^zUiy  ■  •  • 
beschränkt,  weil  alle  ihre  Glieder  dem  Intervall  (—  c^,  c^)  an- 
gehören^). Diese  Folge  hat  also  wenigstens  (ünen  Häufungswert. 
Hätte  sie  zwei  verschiedene  Häufungswerte  u  und  v  (>  ii), 
.so  gäbe  es  nach  §  IT  eine  Teilfolge 

x^'y^,  oc^ y.2,  .  •  .  mit  dem   Grenzwert  u 
und  eine  Teilfolge 

j-iVi',  ^2  '^2  ">  •  •  •  ™^^  ^^^^  Grenzwert  v. 
Wählen   wir   die   Rationalzahlen  r,  r,   5,  s    wie  in  §  18 
derart,  daß 

r  <  ;^  <  >•'  <  5  <  r  <  s' 

ist,  so  liegen  fast  alle  x^y^  in  (r,  r),  fast  alle  xj'y^"  in  [s,  s'). 
Die  Differenzen 

werden  also  fast  alle  größer  als  5  —  r'  sein. 

d  sei  eine  beliebige  positive  Rationalzahl,  und  man  wähle 
die  Rationalzahlen  a  und  h  so,  daß 

a  <C  X  <C  a  -}-  d     und     h  <i  y  <h  -{-  d 

ist.  Fast  alle  x^',  x^"  sind  dann  in  (a,  a  -j-  d)  und  fast  alle 
?//,  ?/„"  in  (h,  1)  +  d)  enthalten,  folglich  fast  alle  x^^'  —  x^  und 

Beachtet  man,  daß 

ist,  so  ergibt  sich,  daß  fast  aUe  x^"yj'  —  x^^'y^  in  dem  Inter- 
vall ( —  2cd,  2cd)  liegen.  Andererseits  sollen  sie  fast  alle 
größer  als  s  —  r    sein.     Setzen  wir 

,       s  —  r 
^^=      2c    ' 
so  entsteht  ein  Widerspruch. 

Den  Grenzwert  der  Folge  x^y.^^,  x^y<^,  .  .  .   woUen  wir  mit 
xy   bezeichnen   und   ihn   das  Produkt  von  x  und  y  nennen. 


1)  c  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  18. 
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Dieser  Grenzwert  ist  unabhängig  davon,  welche  rationalen 
nach  X  bzw.  y  konvergierenden  Folgen  benutzt  werden.^) 

Wenn  x  und  y  beide  rational  sind,  so  darf  man  alle  x^ 
gleich  x  und  alle  y^  gleich  y  setzen.  Dann  werden  alle  a;^t/„, 
mithin  auch  lim  xjj^,  gleich  xy.  Unsere  Definition  führt  also 
im  Falle  rationaler  x,  y  zu  keinem  Widerspruch. 

Das  Produkt  (—  1)^:;  wollen  wir  mit  —  x  bezeichnen,  die 
Summe  x  -\-  {—  y)  mit  x  —  y.  Im  Falle  rationaler  x,  y  ent- 
steht kein  Widerspruch,  weil  dann  tatsächlich 

(—  l)x  =  —  X 
und 

X  -\-  {—  l)y  =  X  —  y 
ist. 

§  20.  Reziproker  Wert  einer  von  Null  verschiedenen 
Zahl.     Es  sei  a;  >  0(a;  <  0)  und 

lim  a:„  =  x     {x^  rational). 
Man  wähle  die  Rationalzahlen  h  und  k'  so,  daß 
k'  >  X  >  A-  >  0     (/.■'  <  a;  <  A-  <  0 ) 

ist.  Fast  aUe  rr„  liegen  dann  in  dem  Intervall  {k,  k').  Die 
übrigen  x^  wollen  wir  streichen,  und  es  bleibe  danach  die  Folge 

h,  h,  h,---  übrig. 

Offenbar  sind  alle  Glieder  der  Folge 


in  dem  Intervall 


ilr) 


enthalten.  Diese  Folge  ist  also  beschränkt  und  hat  daher 
wenigstens  einen  Häufungswert.  Hätte  sie  zwei  Häufungs- 
werte II  und  r(>  ?<),  so  gäbe  es  eine  Teilfolge 

mit  dem   Grenzwert  u 


mit  dem  Grenzwert  r 


1 

x7' 

1 

} 

1 

und 

eine 

Teilfol 

S^ 

1 

1 

"?7 

} 

1 

1)  Beweis  wie  iu  §  IS. 
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Werden  die  Rationalzahlen  r,  r,  s,  s   so  gewählt,  daß 
r  <  ?(  <  r'  <  s  <  V  <  s 

ist,  so  liegen  fast  alle  1  j:^'  in  {r,  r  ),  fast  alle  1  'r„"  in  (s,  s). 

Fast  alle  Differenzen 

1         1 

werden  also  größer  als  s  —  r    sein. 

Xuu   sei  d   eine  beliebige  positive  Ratioualzahl,   und  man 
wähle  die  Rationalzahl  a  so,  daß 

«  <  a;  <  (f  -f  (^ 
ist.     Fast  alle   x.,,    und  j„"  sind   dann  in   (a,  a  ^  ch  enthalten, 
also  fast  alle  j.'^^'  —  j:^/'  in  (—  d,  d).     Bedenkt  man,  daß 

_!  _  ^  ==  £"  —  in 

ist,  und  daß  alle  Produkte  xjv''  größer  als  /.-  sind,  so  ergibt 
sieh,  daß  fast  alle   1 /j„"  —  1 'j;,/  in  das  Intei'vall 

d       (f 


\     k"   kV 


fallen.  Andererseits  sollen  sie  aber  fast  alle  größer  als  s  —  r' 
sein.     Setzen  wir 

d  =  Jc-{s  ~  r'), 

so  entsteht  ein  Widerspruch. 

Die  Folge 

111 

ist  also  konvergent.  Ihren  Grenzwert  wollen  wir  mit  1/x 
bezeichnen  und  den  reziproken  Wert  von  x  nennen.  Es 
ist  also 

—  =  lim  — 
oder 

—  =  lim  — , 

weil  in  jeder  Umgebung  von  1/x  nicht  nur  fast  alle  l;j„, 
sondern  auch  fast  alle  1/x^  liegen.  *j 

1)  Die  Folge  Ei ,  ?, ,  J^ ,  •  •  •  entstand  nämlich  aus  a;i ,  Xj ,  a;, , . .  .  durch 
Streichung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern. 
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1  'X  ist  unabhänsrig  daron,  welche  rationale  nach  x  kon- 
Tergiereude  Folge  benutzt  wird.  ^) 

^^  eun  X  rational  ist,  so  dürfen  wir  alle  x^^  gleich  x  setzen. 
Dann  werden  alle  1  x^,  folglich  auch  der  Grenzwert  von  l/^„, 
gleich  1  'x.  Es  ergibt  sich  also  im  Falle  eines  rationalen  x 
kein  Widerspruch. 

Das  Produkt  von  y  und  Ijx  {x  ungleich  Null)  wollen 
wir  mit  y  x  oder  y  :  x  bezeichnen  und  es  den  Quotienten 
von  y  durch  ./;  nennen.  Sind  x  und  y  beide  rational,  so  ent- 
steht kein   Widerspruch. 

§21.  Rationale  Operationen.  Als  Grundoperationen 
wollen  wir  die  folgenden  vier  Operationen  bezeichnen: 

1.  Übergang  von  x  zu  x  (Identität). 

2.  Übergang  von  x  zu  1  ./;  Tlnversion).  Diese  Opera- 
tion läßt  sich  nur  anwenden,  wenn  x  von  Xull  ver- 
schieden ist. 

3.  Übergang  von  x,  y  zu  x -\- y  (Addition). 

4.  Übergang  von  x,  y  zu  xy  (Multiplikation). 

Unter  einer  rationalen  Operation  verstehen  wir  die 
Aufeinanderfolge  einer  endlichen  .Anzahl  von  Grundopera- 
tionen. 

Man  hat,  um  es  genauer  zu  beschreiben,  n  Zahlen 

'^1  >  ■'^a  >  •  •  • '  *^n  ■ 
Indem  man  auf  eine  bzw.  zwei  von   ihnen  die  Grundoperation 
@j  anwendet,    gewinnt    man    die    Zahl    x„j^^.     Aus  x^,  x^,..., 
:r„^i  leitet  man  mittels  der  Grundoperation  ö,  die  Zahl  a:„^2 
ab  usf.,  bis  man  schließlich  die  j)  Grundoperationen 

ausgeführt  hat  und  zu  ^„  +  _  gelangt  ist.  Von  x^_^_  wird  dann 
gesagt,  daß  es  aus  x^,  x^,  .  .  .,  x^  durch  eine  rationale  Opera- 
tion gewonnen  oder  rational  abgeleitet  ist. 

Um  auszudrücken,  daß  eine  Zahl  x  aus  den  Zahlen 

c,  ^    ■   >  >t 

1)  Beweiß  wie  in  §  18. 
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rational  abgeleitet  ist,  schreiben  wir 

X  =  SfJfa,  ^  •  ■  -,  ^). 

Sind    a,  h,  .  .  .,   h    sämtlich    rational,    so    ist    oflfenbar    auch    x 
rational. 

a,  h,  .  .  .,  h  seien  jetzt  beliebige  reelle  Zahlen,  aber  so  be- 
schaffen, daß  sich  darauf  die  rationale  Operation  M  anwenden 
läßt.     Ferner  sei 

lim  a^  =  a,   lim  h^=  h,  .  .  .,  lim  A^  =  Ji 

(«„,  &„,...,  h„  rational). 
Dann  hat  man 

9i(«,  &,...,  70  =  lim  9?fa„,  6„,...,  Äj. 

Wenn  91  eine  Grundoperation  ist,  so  ist  die  Formel  offen- 
bar richtig. 

Wir  wollen  annehmen,  sie  sei  für  solche  rationalen  Opera- 
tionen 9^,  die  durch  die  Aufeinanderfolge  von  p  —  1  Grund- 
operationen entstehen,  bereits  bewiesen.  Gelingt  es  uns  dann 
zu  zeigen,  daß  sie  auch  gilt,  wenn  9?  durch  p  aufeinander- 
folgende Grundoperationen  gebildet  wird,  so  ist  sie  allgemein 
bewiesen. 

@j  sei  die  erste  dieser  p  Grundoperationen  und 

Z:  =  @j(a,  h,...,  h\ 
Dann  ist 

9i(rt,  h,    .  .,  h)  =  9i(a,  h,.  .  .,  h,  k),  ' 

wo  9?    die   Aufeinanderfolge   von  p  —  1    Grundoperationen  be- 
deutet.    Da  nun 

Ä-  =  lim@,r«„,  6,,,...,  /0  =  limÄ-„i) 
und 

9?(a,  &,...,  h,  li)  =  lim  9t(a,„  \,  .  .  .,  \,  AJ 
ist,  so  folgt 
9{(a,  &,...,  li]  =  lim  9i(a„,  6„,  ...,K,  ^O  =  um  9i(a„,  &„, . . .,  /^J. 

§  22.  Bechuungsregelu  für  rationale  Operationen. 

Für  rationale  Operationen  mit  rationalen  Zahlen  gelten,  wie 


1)  kn  =  ®,  {an ,  &«,...,  /in)  ist  rational. 
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der  Leser  weiß,  gewisse  Rechnungsregeln.  Wir  nennen  die 
folgenden:^) 

(1)  (;r  +  y)  +  ^  =  a;  +  (y  +  z), 

(2)  x-\-y  =  y  +  x, 

(3)  X  +  0=  X, 

(4)  {xy)z  =  x{:ys),      • 

(5)  xy  =  yx, 

(6)  Oa;  =  0, 

(7)  Ix  =  x, 

(8)  (^  +  y)z  =  xz  -\-  yz, 

(9)  x-x=^0, 

(10)  |  =  l(a;§0). 

Alle  diese  Rechnungsregeln  haben  eine  gemeinsame  Form.  Die 
linke  sowohl  als  die  rechte  Seite  entsteht  durch  Anwendung 
einer  rationalen  Operation  auf  die  Zahlen 

0,  1,  -  1,  X,  y,  z. 
Jede  der  obigen  Gleichungen  läßt  sich  also  schreiben 
m{0,  1,  -  1,  X,  y,  z)  =  %(P,  1,  -  1,  X,  y,  z), 
wobei  9i  und  fÜ^  rationale  Operationen  bedeuten. 

Nun  seien  x,  y,  z  beliebige  reelle  Zahlen,  aber  von  solcher 
Beschatfenheit,  daß  sich  auf  0,  1,  —  1,  x,  y,  z  die  Operationen 
'^  und  Üij  anwenden  lassen.     Ferner  sei 

lim  a;„  =  X,   lim  ?/„  =  y,   lim  ^„  =  z 
(a:„,  ?/,,,  z„  rational). 
Dann  hat  man  nach  §  21 

Üi(;0,  1,  -  1,  X,  y,  z)  =  lim  3i(<),  1,  -  1,  x„,  y,„  rj 
und 

9t, (0,  1,  -  1,  X,  ;/,  --  =  lim  %{(\  1,-1,  .r„,  y„  O- 

Da  unsere  Regeln  für  rationale  x,  y,  z  gelten,  so  ist 

9t(0,  1,  -  1,  x,„  y„,  zj  =  %{0,  1.  -  1,  x,„  y„,  zj. 
Folglich   sind   auch  die  Grenzwerte  einander  gleich.     Die 


1)  X,  y,  z  sind  Rationalzahlen. 
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obigen  Rechnungsregeln  gelten  also  überhaupt,  Tvenn 
X,  y,  z  reelle  Zahlen  sind. 

§  23.  Ungleichungen.     Wenn  x,  y,  z  rational   sind,   so 

folgt  aus 

X  >  y  immer  x  -\-  z  '^  y  +  z, 
ferner  aus 

xy-  y  und  2"  >  0  immer  xz  >  yz. 

Wir   wollen   beweisen^   daß    diese   beiden    Sätze   auch 

dann  noch  gelten,  wenn  x,  y,  z  beliebige  reelle  Zahlen 

sind. 

Es  sei 

Uma;„=a-,   lim  ?/„=?/,   lim  ^„  =  ^ 

(^,,>  Vn:  ^n  rational). 

Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  ist  dann  (nach  §  15,  Bemer- 
I      kung  5) 

^  .  ^n>  Vn,  i.^n  >  Vn    ^üd    Z^  >  0) 

folglich 

Wäre  nun 

X  +  z  <y  ■]-  z        {xz  <  yz), 

so    müßten    fast    alle    x^  +  z^    kleiner    als    die    entsprechenden 
y«+  ^n  (fast  alle  x^z^  kleiner  als  die  entsprechenden  y„z^  sein. 
Es  kann  aber  auch  nicht 
I  x  +  z  =  y  +  z         {xz  =  yz) 

sein,  weil  daraus  nach  %22  x  =  y  folgen  würde. 
Mithin  ist  x  -\-  z^  y  -\-  z         {xz  >  yz). 

§  24.  Folgerungen.     1.  Aus 

rc  >  V     und     a.\  >  i/^ 
folgt  ^j 

X  +  x^>y  -\-y^. 
Man  hat  nämlich 

x  -\-  x^>  y  ^-  x^>  y  +  y^. 

Sind  y,  y^  positiv  oder  null,  so  folgt  aus 


1)  Aus  x'>_y  und  x^  >  y^  folgt  x -{-  x^'^y  -\- y^ 
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X  >  y     imd     x-^  >  y^ 
immer  ^) 

Man  hat  nämlich  im  Falle  ?y  >  0 

xx^  >  yx^  >  ?/i/i. 

Im  Falle  ^  =  0  ist  aber 

xx^  >yx^^yy^. 

2.  Aus  X  y-  y  folgt 

-  a:  <  -  i/. 

Zum  Beweis  setze  man  in 

X  -{-  z>y  -{-2 

für  2  den  Wert  —  x  —  y. 

Wenn   a;  >  0,   so    ist   also  —  .^  <  0,  und  wenn  a:  <  0,  so 
ist  —  a;  >  0.     Von  den  beiden  Zahlen 

X  und  —  X 
ist  daher,  sobald  sie  nicht  beide  gleich  Null  sind,  die  eine 
positiv,  d.  h.  größer  als  Null,  die  andere  negativ,  d.  h. 
kleiner  als  Null.  Die  positive  l)ezeichnet  man  mit  |rr|  und 
nennt  sie  den  absoluten  Betrag  oder  kurz  den  Betrag  von 
X.  Man  sagt  auch,  x  sei  absolut  genommen  gleich  |:r|.  Im 
Fall  X  =  0  setzt  man  |.r|  =  0. 
Offenbar  ist 

\x\==  \-x\; 
denn  man  hat  nach  §  22 

-{-x)  =  {-l){-l)x  =  x. 

Ferner  gilt  die  Formel 


weil 

\x\  =  ex,    \y\  =  a'y, 

(£,    .'=±1) 

folglich 

\x\\y\  =  ee'xy  =  e'xy, 

(."=±1) 

und  \x\\y\  nicht  negativ.^) 

1)  Aus  x'^y  und  x,  ^  y^  folgt,  wenn  y,  y^  positiv  oder  uuU  sind, 

2)  Aus  |a;|>_0,  ii/i>0  folgt  nämlich  |a;|  |y|>0  (vgl.  den  zweiten 
Satz  in  §  23).      ~  ~"  ~ 
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Wenn   x   von   Null    verscliieden  ist,   so  hat  man  (vgl. 
§  2-2,  Formel  10) 


also 

X- 

r 

=  1, 

mithin 

= 

Um 

die 

Formel 

j  1 

:   X 

~ 

1 

\oc  +  y\<\x\-{-\y\ 
zu  beweisen,  bedenke  man,  daß 

—  \x\  ^  +  X  ^\x\    und    —  \y\  ^^  y  ^\y\ 

ist,  also 

-\x\-  \y\£  +  ix  +  y)^\x\  -f  \tj[. 

Da  X  —  y  -\-  y  =  X,  so  hat  man 

\^\£  k  — 2/1  +  i^h 


also 

und  auch 


\x  —  y\>\x\ 


\y 


\x  —  y\  >  \y\  -  \x\ 


so  daß 

ist.     Aus 


Schließlich    machen    wir    noch    die   Bemerkung,    daß    die 
Aussagen 

\x\  <ici     und     —  a  <i  X  <i  a 

völlig  gleichbedeutend  sind.     Denn  aus 
\x\<a     folgt     —  j.r|>  — a, 

—  a  <\oc\<a     und     —a<^  —  \x\-Ca, 

—  a  <C  X  <C  a     folgt     —  a  <  —  x  <  a. 
Ebenso  sind  die  Aussagen 

\y  —  Xi  <  e     und     x  —  s<y<Cx-{-6 

völlig    gleichbedeutend.      Denn    \y  —  x^<e    bedeutet    so 
viel  wie 

—  e  <y  —  X  <£, 

und  diese  Ungleichungen  sind  gleichbedeutend  mit 

X  —  6  <y  <x  -\-  s. 
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§  25.   Andere  Fassung  der  Limesbeziehung'.     Wenn 

lim  u^  =  II 

ist,  so  bedeutet  dies  nach  §  14,  daß  in  jeder  Umgebung  von 
H  fast  alle  m,^  liegen. 

Verstellen  wir  unter  s  eine  positive  Zahl,  so  ist  (u  —  s,  u  -\-  s) 
eine  Umgebung  von  u.  Aus  f  >  0  und  —  £  <  0  folgt  nämlich 
nach  §  23 

ti  —  {   <  «  <  M  +  f  • 

Durch  passende  Wahl  von  s  kann  man,  wenn  (a,  ß)  irgend 
eine  Umgebung  von  «  ist  (a  <  ti  <  ß),  erreichen,  daß  (ii  —  e,  ii-\-  s) 
in  (cc,  ß)  liegt.     Man  braucht  nur  zu  bewirken,  daß 

£  <  «  —  a     und     £  <  /3  —  u 
wird. 

Hiernach  ist  klar,  daß  wir  die  Limes beziehung  auch  so 
beschreiben  können: 

lim.  u^i=u  bedeutet,  daß  die  Ungleichung 

\u-uj  <f, 

von  fast   allen   h^   erfüllt   wird,    wie   auch   die   positive 
Zahl  £  gewühlt  sein  mag. 

§  26.  Anwendungen.     1.  Aus 

lim  M„  =  i(,     lim  r^=  v 
folgt 

lim  0<„  +  v  J  =  «  +  V. 

In  der  Tat  erfüllen  fast  alle  u^,  v„  die  Ungleichungen 

folglich  fast  alle  w,,  -f  v„  die  Ungleichung 

\{u-\-v)-  («„+  O   <e, 
weil 

1  [;u  +  r)  -  («„  +  r„)  <\i(  —  f(„\-\-   v-v„  . 

2.  Aus 

lim  M,,  =  u,     lim  r„  =  r 
folgt 

lim  (?<„t'J  =  UV. 
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Fast  alle  «„,  v^  erfüllen  die  Ungleichungen 

Ui  —  u„  <s,      V  —  t\\  <  s.  {s  >  0) 

Da 

UV  —  uj^  =  (u  —  ujv  -\-  (v  —  yj«.  +  (m,,  —  u){v  —  yj 

ist,  so  genügen  fast  alle  u  i\  der  Ungleichung 

\UV  —  U^vJ  <  £'(  MJ  4-  l^'i)  +  f'^- 

Wird  eine  positive  Zahl  f   vorgelegt,   so   kann   man  s'  so 
wählen,  daß 

£'  <  1     und     £'  <  --j-^ j : 

1  +  |«i  -|-  \v\ 

ist.     Dann  erfüllen  fast  alle  uv„  die  Ungleichung 

\uv  —  u„vj  <  f. 
3.  Aus 

lim  H^  =  M     und     h  ^  0 
folgt 

lim  —  =  — 

u„        u 

Fast  alle  u^  erfüllen  die  Ungleichung 

i  \u-uj<£'.  (£'>0) 

'.        Ist 

/        so  sind  diese  ti    alle  größer  als-V  «!,  weil 

i.  I  U  —  M,j  I  ^  I  It !  —  j  M^  I  . 

Xun  hat  man 

1         1         w,j  —  u 

n         u„  u„u 


Fast  alle         genügen  also  der  Ungleichung 

j    1  1  2£' 

Wird  die  positive  Zahl  a  vorgelegt,  so  können  wir 
setzen.     Dann  erfüllen  fast  alle  llu„  die  Ungleichung 

>-  -  -'  < .. 

u        u„ 
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4.  u,  V,  .  .  .  X  seien  Zahlen,  auf  die  sich  die  ratio- 
nale Operation  'tR  anwenden  läßt.     Dann  folgt  aus 

lim  u,,  =  M,   lim  r,^  =  v,  .  .  .,   lim  x„  =  x 
immer 

lim  3^(m„,  v„,  .  .  .,  xj  =  9t (m-,  u,  .  .  .,  ic). 

Wenn  üt  eine  Grundoperation  ist  (vgl,  §  21),  so  ist  die  Formel 
offenbar  richtig. 

Nehmen  wir  an,  sie  sei  für  solche  rationalen  Operationen, 
die  durch  j;  —  1  aufeinander  folgende  Grundoperationen  ent- 
stehen, bereits  bewiesen,  und  9?  sei  gleichbedeutend  mit  der 
Aufeinanderfolge  von  j)  Grundoperationen.  Ist  ©j  die  erste 
von  diesen  Grundoperationen  und 

ij  =  C^)i('«,  y,  .  .  .,  x), 
so  hat  mau 

9t(«,  V, .  .  .,  x)  =  9t(w,  V, .  .  .,  X,  y), 

wo  M   die  Aufeinanderfolge   von  p  —  \    Grundoperationen   be- 
deutet.    Da  nun 

y  =  lim  ®i(h„,  v^,  .  .  .,  x^  =  lim  i/„ 
mid 

9i(M,  V,...,  X,  y)  =  lim  Ü?(w„,  r„,  .  .  .,  x„,  y„) 

ist,  so  folgt 

9fl(M,  v,...,x)=^  lim  9t(M„,  t;„, . . .,  x„,  yj  =  lim  Üilw«,  i„, . . .,  x^. 

5.  Wenn  lim  Xj^=  x  ist,  so  hat  man 

lim  {x  —  ic„)  =  0     und     lim  (a:„  —  x)  =  0, 
also  auch 

lim  \x  —  x„\  =0. 

Nun  ist  nach  §  23,  No.  2 
so  daß 

-  k  -  -^n'  ^  '^n'  -  kl  ^  !*•  -  ^»i 

mithin 

lim  (p'„  —   .rl)  =  0 
wird,  also 

lim  '.r„   =  lim  i\x\  -j-  \xj\  —  a;  )  =  'x  . 
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Xur  im  Falle  rr  =  0  folgt  umgekehrt  aus 

lim  \x„\  =  \x\ 
immer 

lim  x^=  X. 

§  27.  Das  Cauchysche  Konvergenzkriterium.  Eine 
Folge  «j,  »21  ^'s-  •  •  •  i*^  dann  und  nur  dann  konvergent, 
wenn  es  zu  jedem  positiven  s  ein  u^.  gibt,  daß  sich  von 
fast  allen  u^  um  weniger  als  b  unterscheidet.^) 

Die  angegebene  Bedingung  ist  notwendig.    Wenn  nämlich 

lim  »„=  u 
ist,  so  genügen  fast  alle  «„  der  Ungleichung 

Ist  u^.  eins  von  diesen  ?/„,  also 

,W-W,,|<y, 

so  erfüllen  fast  alle  n^  die  Ungleichung 

weil 

«.- ^',.=  K- «)  +  («*- «J- 

Die  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend.  Ist  sie  näm- 
lich erfüllt,  so  gibt  es  ein  Glied  u^^,  von  welchem  sich  fast 
alle  u„  um  weniger  als  -\  s  unterscheiden. 

Die  Folge  u^,  u^,  %,  ...  ist  daher  beschränkt  und  hat  also 
sicher  einen  Häufungswert  u.  Zwischen  n  —  ^s  und  ii  4- ^  c 
faUen  unendlich  viele  tc^^.  Es  gibt  also  ein  h„,  das  den  Un- 
gleichungen 

genügt.     Da  für  fast  aUe  u„ 

1)  Zwei  Zahlen  x  und  y  unterscheiden  sich  um  weniger  als  £,  wenn 
ja;  —  y  <C^  ist.  Diese  Ausdrucksweise  hätten  wir  auch  in  §  25  benutzen 
können. 
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ist,  so  erfüllen  fast  alle  »,,  die  Ungleichung 

denn  mau  hat 

II  -  u^  =  {h  -  u„)  +  {ti„  -  lO  +  (ii,  -  ■«*  J 


Kapitel  IV. 
Funktionen  einer  Veränderlichen. 

§  28.  Veränderliche.  Wenn  irgend  eine  Menge  3)?  von 
lauter  verschiedenen  Zahlen  vorliegt,  so  dürfen  wir  festsetzen, 
daß  der  Buchstabe  x  jede  dieser  Zahlen  bedeuten  kann.  Einen 
solchen  Buchstaben  nennt  man  eine  Veränderliche  oder 
Variable,  jede  Zahl  von  9J?  einen  Wert  und  3)Z  selbst  den 
Bereich  der  Veränderlichen. 

Besteht  9)Z  aus  einer  einzigen  Zahl,  so  sagt  man,  x  sei 
eine  Konstante. 

§  20.  Funktionen.  Wenn  jedem  Wert  der  Veränder- 
lichen X  ein  bestimmter  Wert  der  Veränderlichen  y  entspricht, 
so  nennt  man  y  eine  Funktion  von  x  und  schreibt^) 

y  =  f{x)  • 
X  heißt  die   unabhängige,  y  die  abhängige  Veränderliche. 
Den    Bereich    von    x   nennt    man    den    Definitionsbereich 
von  /'(rci. 

Wenn  jedem  Wert  der  Veränderlichen  x  eine  Zahl  zu- 
geordnet ist,  so  ist  in  dem  Bereich  von  x  eine  Funktion  de- 
finiert: denn  die  zugeordneten  Zahlen  kann  man  als  die  Werte 
einer  Veränderlichen  ?/  betrachten. 

§  3<>.  Beispiele.  Die  einfachste  Funktion  von  .r  ist 
eine  Konstante.  Diese  Funktion  entsteht,  wenn  man  jedem 
Wert  von  x  eine  und  dieselbe  Zahl  zuordnet. 


1)  Gelesen  wird  diese  Formel:   „y  gleich  /'  von  x".     Statt  /  kann 
man  auch  andere  Buchstaben  benutzen. 
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x"^  (m  eine  positive  ganze  Zahl  i  soll,  wie  im  Falle  eines 
rationalen  x,  das  Produkt  von  m  Faktoren  x  bedeuten.  Offen- 
bar ist  a:'"  eine  Funktion  von  x.  Als  Bereich  von  x  können 
wir    hier  den  Inbegriff  aller  reellen  Zahlen   betrachten.     Auch 

1/  =  a^x'^  +  «i-r"'-'  H +  a,„_iX  +  ct^, 

wo  üq,  tti,  .  .  .,  a^j^  gegebene  Zahlen  sind  ( w  >  0),  ist  eine  Funk- 
tion von  X.  Man  nennt  sie  eine  ganze  rationale  Funktion 
;M-ten  Grades,  vorausgesetzt,  daß  a^  nicht  gleich  Null  ist. 
Eine  von  Xu  11  verschiedene  Konstante  wollen  wir  als  eine 
ganze  rationale  Funktion  0-ten  Grades  bezeichnen. 

Eine  ganze  rationale  Funktion  m-ten  Grades  hat 
höchstens  m  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt  höchstens  m  Werte 
von  X,  für  welche  sie  gleich  Null  ist. 

Man  hat,  wenn  x^  eine  Wurzel  ist, 
ij  =  a^ix'"  —  x^" )  +  «iia;'"-^  —  a:/"-.^)  -\ +  a,„_i(a;  —  x^ 

oder 

y  =  \x  —  x^)  («o'a;"'-^  +  a^x'"-^-  ^ f-  a',,_i), 

wobei 

"^  =  «o>  ^h  =  «0^1  +  ^'i  y  ^2  =  «0-^1^  +  «i^i-i  +  «2?  •  •  •  7 
<-i  =  cio^i"-'  +  «x'^V""'  +  •  •  •  +  «„._!  • 
Aus  der  obigen  Formel  kann  man  schließen,  daß  unsere 
Behauptung  für  die  ganzen  rationalen  Funktionen  m-ten  Grades 
gilt,  wenn  sie  für  die  vom  (w  —  l)-ten  Grade  richtig  ist.  Für 
die  vom  0-ten  Grade  ist  sie  aber  richtiaj.  Folglich  gilt  sie 
allgemein. 

Der  Quotient  von  zwei  ganzen  rationalen  Funktionen 
a^x"*  -f  a^x"'~'^  +  •  •  •  +  fi,a     ^^nd     h^x"  +  h^x"~'^  +  '  •  '  +  ^«> 
also 

ist  auch  eine  Funktion  von  x.  Nur  muß  man  diejenigen  Werte 
von  X  ausschließen,  die  Wurzeln  des  Nenners  sind.  Man  nennt 
einen  solchen  Quotienten  eine  rationale  Funktion. 

Eine  rationale  Funktion,  deren  Nenner  den  Grad  Null 
hat,  ist  eine  ganze  rationale  Funktion. 

3* 
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§  31.  Stetigkeit,  x^^  sei  ein  Wert  der  Yeränderliclien 
X,  und  es  sei  möglich  eine  Folge  x^,  x^,  x.^,  .  .  .  von  a; -Werten 
so  zu  wählen,  daß  x„  >  Xq,  aber  lim  ^'^  =  Xq  wird.  Wenn 
dann  für  jede  solche  Folge 

Umfixj  =f(Xf,) 

ist,  so  nennt  mau  f(x)  an  der  Stelle  x^  stetig.    Andernfalls 
heißt  f{x)  an  der  Stelle  Xq  unstetig. 

Eine  Folge  x^,  X2,  x.^,  .  .  .  von  der  obigen  Beschatfeuheit 
existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  in  jeder  Umgebung  von 
Xq  ein  von  Xq  verschiedener  a-Wert  vorhanden  ist.  Daß 
diese  Bedingung  notwendig  ist,  folgt  aus  der  Bedeutung  der 
Formel  lim  x„  =  Xq  (ic„  >  Xq).  Die  Bedingung  i.st  aber  auch 
hinreichend.     Gibt  es  z.  B.  in  jedem  der  Intervalle 


r«        n'    ^^0  +   nj  ' 


w  =  1,  2,  3,  .  .  .,  einen  von  Xq  verschiedenen  a.'-Wert  a;„,  so  hat 
man  lim  x^^  =  Xq,  weil  x^  zwischen  zwei  nach  Xq  konvergierenden 
Zahlen  liegt. 

Wenn  es  keine  Folge  von  :r- Werten  gibt,  so  daß  lim  x„  =  Xq 
und  x^^  ^^0  ^^^?  ^^  nennt  man  Xq  einen  isolierten  ir-Wert. 
Es  läßt  sich  dann  um  .Tq  eine  Umgebung  konstruieren,  in  der 
Xq  der  einzige  a:-Wert  ist. 

Von  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit  an  der  Stelle  Xq  kann 
man  nur  reden,  wenn  Xq  nicht  isoliert  ist. 

Aus  §  26,  Nr.  4  kann  mau  entnehmen,  daß  eine  ratio- 
nale Funktion  an  jeder  Stelle  ihres  Definitiousbe- 
reiches  stetig  ist. 

§  32.  Auweuduug  rationaler  Operationeu  auf 
stetige  Funktionen.  /\.r),  </(./),  .  .  .,  h(x)  .sei  eine  endliche 
iVn/ahl  von  Funktionen  mit  gemeinsamem  Deiinitionsbereich. 
Xq  sei  ein  Wert  aus  diesem  Bereich  und  f(x),  (fix),  .  .  .,  u{x) 
seien  für  x  ==  Xq  stetig. 

Wemi  sich  die  rationale  Operation  ÜR  auf  die  Zahlen 
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I 


anwenden  läßt,  so  ist 

'^{M,  gix),  ■  ■  ■,  u{x)) 

für  X  =  Xq  stetig.  Ist  nämlicli  lim  x^^  =  X(^,  so  hat  man  nach 
§  26,  Nr.  4 

lim  ^{fi;c,),  g{x),  .  .  .,  M(a?„))  =  ^{({x^),  gix^),  ■  .  .,  uiXo)) . 

Bemerkung.  Es  läßt  sieh  um  Xq  eine  Umgebung  kon- 
struieren, so  daß  9i  auf  f(x),  g{x),  .  .  .,  u{x)  anwendbar  ist, 
sobald  X  jener  Umgebung  angehört.  Gäbe  es  nämlich  in  jedem 
der  Intervalle 

n  =l,'2,o,  .  .  .,  ein  x^,  so  daß  fR  auf  f(xj,  g{x,^),  .  .  .,  u{xj 
nicht  anwendbar  wäre,  so  hätte  man  lim  x^^  =  Xq^  also  nach 
§  26,  Nr.  4 

lim  9ft('/Uj,  g{x^,  .  ..,  u{x,^[)  =  ^(fiXo),  gix^^,  .  .  .,  uiXo)). 
Dann  müßten  aber  fast  alle 

einen  Sinn  haben. 

§  33.     Eine  Eigenschaft  der  stetigen  Funktionen. 

Wir  beweisen  zunächst  folgenden  Hilfssatz: 

Wenn  f{a)>0,  f(b)<0  und  f(x)  in  <a,  &>  stetig^) 
ist,  so  gibt  es  zwischen  a  und  b  ein  c  derart,  daß 
f(c)  =  0  ist. 

Angenommen,  es  gäbe  kein  solches  c.  Dann  hat  man 
entweder 

/•(^^)<0     oder     f(-t'')>0 
Im  ersten  Falle  setze  man 


im  zweiten  Falle 


1      7         «4-6 
«j  =  a      und     0^  =    -~-  , 

ttj  =      ^^         und     b^  =  0 , 


1)  Wir  verlangen,  ausführlich  gesagt,  folgendes:  Wenn  «<•'<?„  ;^  & 
und  lim  x„  =  x  ist,  so  soll  immer  lim  ffx,)  =  f{x)  sein. 
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SO  daß  also 

fia^)  >  0     und    f(h^)  <  0 . 

Auf  (a^,  bi)    läßt    sich   genau    dieselbe  Betrachtung  anwenden. 
Je  nachdem 

hat  das  Intervall 

(a,/'.+^.)     Ode..     ("■t-\^.) 

die  Eigenschaft,  daß  an  seiner  unteren  Grenze  a^  die  Funktion 
positiv,  an  seiner  oberen  Grenze  h.^  dagegen  negativ  ist. 

Dieses  Halbierungsverfahren   kann   man  in  infinitum  fort- 
setzen.    Es  ergibt  sich  dabei  eine  Folge  von  Intervallen 

(ai,h,),     \a^,\),     (»3,  &3).... 
mit  der  Eigenschaft 

f(a,)>0,     fi\)<0. 

Da  a^,  «2,  «3>  •  •  •  und  h^,h^,l>^,  .  .  .  ofienbar  beschränkte  mono- 
tone Folgen  sind,  so  existieren  nach  §  16 

lim  «,,     und     lim  ?^„ , 
und  wegen 

,  h  —  a 

^a  -  ««  =        2"~ 

ist 

lim  (?>„  —  ö„)  =  lim  />„  —  lim  ^'„  =  0 , 
also 

lim  rt„  =  lim  />,, . 

Bezeichnen  wir  diesen  gemeinsamen  Grenzwert  mit  c,  so  ist 
auf  Grund  der  Stetigkeit 

f{c)  =  lim  /■(  a„ )     und     f\  c)  =  lim  f\  hj  . 

Wegen  f(aj>C)  muß  /"lO^O  und  wegen  f^h„)<0  muß 
f(C)  ^  0  sein.    Es  folgt  also  fic)  =  0. 

Jetzt  ist  es  leicht,  folgenden  allgemeinen  Satz  zu  be- 
weisen: 

F{x)  sei  in  Ka,h}  stetig.     Ferner  sei 

F[a\  =  A     und     F(M  =  7?.  {A^  B) 
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Ist  dann  C  eine  beliebige  Zahl   zwischen  Ä  nnd  B,  so 
gibt  es  zwischen  a  und  h  ein  c,  so  daß 

Fic)  =  C. 


Man  bilde 


m-^^^ 


Diese  Funktion  erfüllt  die  Bedingungen  des  obigen  Hilfssatzes. 
Daher  gibt  es  zwischen  a  und  h  ein  c,  so  daß  /'i  c)  =  0  ist. 
Das  bedeutet  Fic)  =  C. 

§  34.  Anwendung,  w?  sei  eine  positive  ganze  Zahl. 
Dann  ist,  wie  wir  wissen  x'"  überall  stetig.  Wir  wollen  zeigen, 
daß  die  Gleichung 

X"'  =  a  (a>  0) 

eine  positive  Wurzel  hat.^i 

F(^x)  =  a '"  ist  für  X  =  0  kleiner  als  a ,  nämlich  gleich 
Null.     Wählt    man    eine    ganze  Zahl  Je  größer   als  a,  so  wird 

File)  ^k>a. 
Man  hat  also 

F(O')  <  a     und     F(k)  >  a  . 

Zwischen  0  und  /.•  gibt  es  daher  nach  §  33  ein  c,  so  daß 

F(c)  =  f'"  =  a 
ist.2) 

Zwei  verschiedene  positive  Zahlen  mit  der  )u-ten  Potenz 

a  kann  es  nicht  geben.     Aus 

c\>c>0 
folgt  nämlich 


Die   positive  Zahl  c,    deren    ni-te   Potenz    gleich   a  ist,  nennt 
man  die  positive  w*-te   Wurzel  aus  a  und  schreibt 

_  1 

c  =  ya     oder    c  =  a"* . 


1)  Für  a  =  0  ist  x  =  0  die  einzige  Wurzel. 

2)  Jetzt   sehen  wir,    daß   die  in  §  1  betrachtete  Gleichung  x' ^  2 
lösbar  ist. 


40  »*  für  rationales  x. 


Wenn  a  =  \,  so  ist 

'Va  =  1  . 

Wenn  a>  l,  so  liat  mau  F{1)=  \  <a.  Mithin  liegt  Ya 
zwischen  1  und  li,  ist  also  größer  als  1.  Wenn  a  <  1,  so  hat 
mau  -F(l)  =  1  >  a.     Mithin  liegt  ya  zwischen  0  und   1. 

§    35.      «^    für   rationales    x  {a  >  0).     Wenn    x    eine 

positive  Rationalzahl,  also 

n 

X  = 

m 

ist,  wobei  die  positiven  ganzen  Zahlen  m,  n  teilerfremd  sein 
sollen,  so  setzen  wir 

Wenn  x  eine  negative  ßationalzahl  ist,  so  setzen  wir 

a^  = 

a-  ^ 

Ferner  soll 

«"  =  1 
sein. 

Jetzt   hat  a"  für  jedes   rationale  x  eine  Bedeutung.     Der 
Leser  beweise  die  Formeln 

a'^  +  y  =  a'a^     und     («'')"  =  a^J', 

ferner  die  Formel 

(oh)'  =  a^h'. 

Dabei  ist  «  >  0,  6  >  0  und  x,  ij  sind  rational. 

Die  letzte  Formel  braucht  z.  B.  nur  für  x  =  1/n  bewiesen 
zu  werden  (w  =  2,  3,  .  .  .).     Es  ist  aber 


U"7  =  a, 


also 

\a"  h")  =  ah, 

d.h. 

1     1  1 

a"  h"  =  [ah)". 
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In  ähnliclier  Weise  überzeugt  man  sicli  von  der  Richtigkeit 
der  übrigen  Formeln. 

Aus  der  dritten  Formel  folgt  im  Falle  h  =  1/a 

Ist  h  <1,  so  hat  man  a  >  1.  Wir  können  uns  deshalb  bei 
der  weiteren  Behandlung  auf  den  FaU  a  >  1  beschränken.  Im 
Falle  a  =  1   hat  man  beständig  rt'  =  1. 

§  36.  Eine  Hilfsformel,  h  sei  von  NuU  verschieden 
und  1+A>0.  Dann  gilt  für  w  =  2,  3,  4,  .  .  .  die  Un- 
gleichung 

(1  +  liY  >  1 -{- nh . 

Wir  benutzen  zum  Beweise  die  vollständige  Induktion. 
Zunächst  überzeugen  wir  uns,  daß  die  Ungleichung  im  Falle 
H  =  2  richtig  ist.     In  der  Tat  hat  man 

(1  +A)2=  1  +  2/«  +  /r>l  +  2h. 

■     Sodann  beweisen  wir,  daß  die  Ungleichung  für  den  FaU  n  +  1 
gilt,   wenn  sie  für   den  Fall  n   richtig   ist.     Multiplizieren   wir 

(1  +  //)"  >  1  +  nh 

auf  beiden  Seiten  mit  1  -f  /*,  so  kommt 

Nun  ist  aber 

(1  +  nh)  (1  +  A)  =  1  +  {n  +  1)  /i  +  nh-  >  1  +  (w  +  l)h, 

also 

(1  +/0"  +  '>  1  +(w+  1)/^. 

§  37.  Grenzwert  von  a'  für  nach  Null  konvergie- 
rendes rationales  x.  Wir  nehmen  an,  daß  a  >  1  ist,  mit- 
hin }/a  >  1 .     Setzen  wir  dann 

Va  =  1  +  h„, 
so  ist 

a  =  (1  +  KT  >  1  +  wA,„ 
also 


I 


42  <^  för  beliebiges  reelles  x. 

0<A„<"^'     und     lim^„  =  0, 

lim  \a  =  1 . 

Da  auch  1  :  V«  den  Grenzwert  l  hat,  so  konvergieren 

1  1 

a  "      und     «     " 
beide  nach  1. 

Nun  sei 

lim  ä!„  =  0     {x^  rational) 

und  £  eine  beliebige  positive  Zahl.    Dann  läßt  sich  v  als  posi- 

1  1 

tive  ganze  Zahl  so  wählen,  daß  a^  ,  a    •    beide  in  1 1  —  e,  1  +  f) 

liegen.  Fast  alle  x^  sind  aber  in  ( —  ,  j  enthalten,  mit- 
hin fast  alle  a^n  in  ^) 

\a    '' ,  a'7,  also  auch  in  (1  —  £,  1  -f  £)• 

Das  bedeutet  aber,  daß 

lim  a'n  =  1 
ist. 

§  38.  «•''  für  beliebiges  reelles  x.  \\  ir  betrachten 
eine  konvergente  rationale  Zahlenfolge  a'i,  .r,,  a^g,  ....  Ihre 
Glieder  lassen  sich  zwischen  zwei  rationale  Zahlen  /.•  und  l 
(>  y)  einschließen.     Die  Glieder  der  Folge 

a""',  ff^',  fl-^',  .  .  . 

liegen  also^)  alle  zwischen  a*  und  a',  d.  h.  die  Folge  ist  be- 
schränkt und  hat  daher  wenigstens  einen  Häufungswert.  Hätte 
sie  zwei  Häufungswerte  u  und  v  (>w),  so  gäbe  es  eine  Teilfolge 

ft"',  rt*'*,  «"',  ...  mit  dem  Grenzwert  u 

und  eine  Teilfolge 

iv\  a-\  a'',  ...  mit  dem  Grenzwert  v. 


1)  Wir  benutzen  hier,  daß  a' <^a^  ist,  sobald  x  <C  y-  I"  der 
Tat  hat  man  ;/  =  x  -\-  z  (r  >  0)  und  a"  =  a'  «"  >  a',  weil  a'  >  1  ist, 
was  unmittelbar  aus  der  Definition  und  aus  §  34  (Schluß;  hervorgeht. 
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Wegen  u  <  f  lassen  sich  die  Rationalzahlen  r,  r,  s,  s  so 
wählen,  daß 

r  <u  <)■'  <Cs  <  V  <  s 
ist.     Da  fast  alle 

a-'"  in  (r/) 
und  fast  alle 

«-""  in  (.s,  s) 

liegen,  so  sind  die  Differenzen 

a'n  —  a"" 

fast  alle  größer  als  s  —  r'.     Bedenkt  mau  aber,  daß 

a'»  —  a-""  =  a^"  (a'''~''"  —  1)  <  a'  («-"""«—  1) 
und 

lim  (^„  -  2/„ )  =  0 
ist,  so  ergibt  sich 

lim  {ct"  —  a^")  =  0, 

während  doch  fast  alle  «'«  —  a^"  größer  als  s  —  r    sind. 

Wir  wissen  jetzt,  daß  a-^i,  a%  a%  .  .  .  eine  konvergente 
Folge  ist.  Den  Grenzwert  dieser  Folge  setzen  wir  gleich  a^", 
wobei  X  =  lim  x^^.  Er  ist  unabhängig  davon,  welche  nach  x 
konvergierende  rationale  Folge  man  benutzt.     Ist  nämlich 

lim  x^  =  lim  x^^  =  x,     (x^,  x^  rational) 
so   konvergiert   auch  x.^,  x^,  x^,  x^,  .  .  ■   nach  x.     Mithin   ist 

«"■',  a^i,  rt-^^,  rt^2,  .  .  . 
konvergent.     Alle  Teilfolgen  einer  konvergenten  Folge   haben 
aber  denselben  Grenzwert.     Man  hat  also  insbesondere 
lim  «"'«=  lim  a'^". 

Ist  X  rational,  so  ergibt  sich  kein  Widerspruch.  Wir 
dürfen  dann  nämlich  aUe  x^  gleich  x  annehmen. 

Nunmehr  ist  «-^  für  alle  reellen  x  definiert.  Man  nennt 
a^  eine  Exponentialfunktion. 

Es  ist  leicht,  die  Formeln 

(a>0,  h>0), 

die  in  §  35  nur  für  rationale  x,  y  aufgestellt  wurden,  für  be- 
liebige reelle  x,  y  zu  beweisen. 
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Ebenso  leicht  überzeugt  man  sich,  daß  a^>l  ist  (ö>l), 
sobald  ^  >  0 .  Wählt  man  nämlich  eine  Rationalzahl  r  zwischen 
0  und  z,  so  ist  a'"  >  1 .  Wenn  nun  lim  z^  =  z  ist  [z^  rational), 
so  werden  fast  alle  z^  größer  als  r,  sein,  folglich  fast  alle  «'« 
größer  als  cf ,  also  lim  a'«  sicher  nicht  kleiner  als  oT,  d.  h. 
größer  als  1- 

Wenn  x  <i  ij,  so  ist  «'"  <  rt^.     Denn  man  hat 

y  -=  X  -\-  z     und     -i"  >  0, 
also  «'  >  1 ,  mithin 

a^  nimmt  demnach  bei  wachsendem  x  beständig  zu. 

§  39.    Stetigkeit  von  a' .    Wir  wollen  zeigen,  daß  aus 

lim  x^  =  X 
immer  folgt 

lim  a^"  =  a-*. 

Die  Rationalzahl  r„  läßt  sich  so  wählen,  daß 
ist.     Da 

^n  -   '•«        und   (}•„   +   -)   -  X„ 

beide  zwischen  0  und  1/w  liegen,  ist 

lim  r„  =  X     und     lim  f;-„  +  —  j  =  x. 
Andererseits  hat  man 

(v^n  ist  also  zwischen  zwei  Zahlen  eingeschlossen,  die  nach  a^ 
konvergieren.     Folglich  konvergiert  a-'»  ebenfalls  nach  n'. 

§  4'».  Logarithmen  zur  Basis  a.  Die  Exponential- 
funktion a*"  ^a  >  1 )  hat  lauter  positivt-  Werte.  Denn  es  ist 
«0=1,  ('f'>l  (für  a;>()i,  und  für  j- <  0  ist  a-^  ebenfalls 
positiv,  weil  rt*"  =  l/a~-^. 

Hat  man  ein  beliebiges  positives  //,  so  läßt  sich  die  posi- 
tive ganze  Zahl  n  so  wählen,  daß 

a-"  <y  <  d" 
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wird.     Da  nämlich 

a"  >  1  +  n  ( a  -  1)     und     «""  <  -^—,—, ^ 

'  ^  l-f-*i(a  —  1) 

ist,  so  braucht  man  nur  dafür  zu  sorgen,  daß  die  Ungleichungen 

<  ?/  <  1  +  n\a  —  1) 


l-\-n{a  —  V) 
gelten.     Diese  sind,  aber  gleichbedeutend  mit 

n>-. ^     und     n>-^ — -■ 

Nach  §  33  gibt  es  also  zwischen  —  n  und  n  eine  Zahl  x, 
so  daß  a^  =  y  ist,  und  da  a'"  mit  wachsendem  x  beständig  zu- 
nimmt, existiert  nur  ein  solches  x.  Dieses  x  nennt  man  den 
Logarithmus  von  y  zur  Basis  a  und  schreibt 

X  =  Log  y 

Log?/  ist  nur  für  positive  y  definiert. 

Aus  der  Definition  ergibt  sich  unmittelbar,  daß  Log?/  mit 
wachsendem  y  beständig  zunimmt.  Ebenso  leicht  findet 
man  die  Formeln 

Log  (xy)  =  Log  X  4-  Log  y     und     Log  {x-  )  =  y  Log  x. 

In  der  ersten  sind  x  und  y  beide  positiv,  in  der  zweiten 
braucht  nur  x  positiv  za  sein. 

§  41.    Stetigkeit  von  Log  x.     Es  sei 

lim  Xj,  =  X, 

und  X  sowie  alle  x^^  seien  positiv.  Dann  lassen  sich  zwei 
positive  Zahlen  h  und  l  (>  Ä:)  wählen^),  so  daß  alle  x^  in  {Ix,  l) 
liegen.     Die  Folge 

Logi^i,  Loga;2,  Log  .Tg,  .  .  . 

ist  also  beschränkt,  da  alle  ihre  Glieder  zwischen  Log  k  und 
Log  l   enthalten  sind.     Ist  y  ein  Häufungswert  der  Folge  und 

Log  x/,  Log  X.:,  Log  xJ,  .  .  . 


1)  Man  wähle  zunächst  k'  und  t  so,  daß  0  <^Ic'  <^x<:^t  ist.  Nur 
eine  endliche  Anzahl  von  x„  liegt  dann  nicht  in  (k\  T).  Diese  .r„  und 
und  k',  l'  müssen  in  (/c,  l)  enthalten  sein. 
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eine  Teilfolge  mit  dem  Grenzwert  y^  so  wird 

lim  x^  =  lim  0^°^^»'     oder     x  =  a^. 
Es  kann  daher  nur  einen  Häufungswert  geben,  und  er  ist  gleich 
Log  X.    Man  hat  also 

lim  Loof  x„  =  Log  x. 

§  42.     Natürliche    Logarithnieu.      Setzt   mau   in    der 
Hilfsformel  aus  §  3*) 

;,  =  -  4, 

SO  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Umformung 

(i+„ir<(i+i)" 

Die  Folge 

ist  hiernach  aufsteigend. 

Setzt  man  in  der  erwähnten  Hilfsformel 

n-  —  1' 
so  erhält  mau  zunächst 

oder,  da 

n  n 


n*  —  1       n- 

ist, 

und  schließlich 

(^+„ij'>(i+;,r' 

Die  Folge 

ist  also  absteigend. 

Diese   Folge    ist    aber    beschränkt.      Sie    hat  daher   einen 
Grenzwort,  der  mit  c  bezeichnet  wird,  so  daß  also 

ist. 
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Weil 


(i  +  i)-J'  +  «) 


«  +  i 


i  +  - 

n 


und 


ist,  so  hat  mau  auch 

e  =  l™  (1  +  >-)«. 

Die  Bezeichnung  e  rührt  von  Euler  her. 

Wir  haben  e  sowohl  als  Grenzwert  einer  absteigenden  als 
auch  einer  aufsteigenden  Folge  dargestellt.  Nach  §  16  ist  also 
für  n  =  2,  3,  4,  .  .  . 

(i+:rr<^<(i+4r 

Diese  Zahl  e  hat  man  zur  Basis  eines  Logarithmensystems 
gemacht  und  nennt  die  Logarithmen  zur  Basis  e  natürliche 
Logarithmen.  Zur  Bezeichnung  des  natürlichen  Logarithmus 
von  X  benutzen  wir  das  Symbol  log  x. 

§  43.    Andere  Folgen  mit  dem  Grenzwert  e.    Wenn 

fast  alle  Glieder  der  Folge  a^,  a.,,  a.^,  .  .  .   größer   als   g    sind, 

wie  man  auch  die  Zahl  g  wählen  mag,    so  wollen   wir   sagen, 

daß  a„  positiv  unendlich  wird. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  sämtliche  a,^  größer  als  1  sind.-^) 
v^  sei  die  größte  ganze  Zahl,   die  kleiner   oder   gleich   a^ 

ist.     Dann  hat  man 

so  daß  auch  v^^  positiv  unendlich  wird.     Nun  ist  aber 

1+      ~  <!  +  -<!  +  -, 
also  - ) 


1)  Da  «„  positiv  unendlich  wird,  so  sind  fast  alle  «„  größer  als  1. 
Die  übrigen  denken  wir  uns  gestrichen. 

2)  Wenn    z>0,    so    ist  «"  >  6^    (a>&>0).       In    der    Tat    wird 
ab  ^  c  >  1  und  cC  =  ft'  c"  >■  h'- 
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und  daher 

Dti  nun 

(1+    Vi)    uöd  (1+    ) 

(m  =  l,2,  3,  ..,) 

beide  den  Grenzwert  e  haben,  läßt  sich  g  so  wählen,  daß  diese 
Zahlen  für  rn^g  in  le  — £,  e  +  f)  liegen  (£>0).  Fast  alle 
V    sind  aber  größer  als  q.     Also  sind  auch  die  Zahlen 


(^^^"'  i^^v) 


1  \'«  +  l 


fast  alle  in  [e  —  s,  e  -\-  s)  enthalten.     Dasselbe  gilt  daher  von 
den  Zahlen 

so  daß 

ist. 

^ij  ^i)  h}  ■■  •  s^i  ßine  Folge  von  der  Beschaffenheit,  daß 
—  &„  positiv  unendlich  wird.  Man  sagt  dann,  daß  h^  negativ 
unendlich  wird. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  sämtliche  6„  kleiner  als  —  1 
sind.^)     Setzen  wir  dann 

^.  =  -  1  -  «„, 

so  sind  alle  r/^  positiv,  und  es  Avird 

(iHr=(-»;-;x)""""'=(^+„Tn' +»-;)• 

Da  l/a„  nach  Null  konvergiert,  so  ergibt  sich 

'™(i  +  0'"  =  - 

1)  Nur  eine  endliche  Anzahl  von  /*„  braucht  man  zu  diesem  Zweck 
zu  streichen. 
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Zusammenfassend  kömien  wir  also  sagen,  daß 
lim  (l  +  i)"  -  . 

ist,  wenn    co    unendlich^)  wird. 
Die  Aussagen 

„  ö    wird  unendlich" 


und 


„lim  -  =  0" 


sind   völlig    gleichbedeutend.     Wir   können    daher   unser 
Resultat  auch  so  aussprechen: 

Wenn  ]i  nach  Null  konvergiert,  aber  immer  un- 
gleich Null  bleibt,  so  wird 

lim  [{1  +h)''  ]=e. 

§  44.  Grenzwert  von  («'*  —  1)  :  h.  Wir  setzen  a  >  1 
Toraus.  li  (^  0)  soll  nach  Null  konvergieren.  Dann  ist,  wie 
wir   wissen,   lim  «/'  gleich  1,    aber   a''  von  1  verschieden,  also 

rt''  =  1  +  l-  (Je  ^  0)     und     lim  Ä-  =  0. 


JJa 

so  hat  man 

](  log  a  =  log 

'1  +/.■), 

a* 

—  1 
h 

k  log  a 
]og(l  +  A-) 

log« 

1 

log  {(1+ä:)M 

Xach 

§  43 

ist 

aber 

also  nach 

§  41 

lim  { (1  +  k) 

M  =  e, 

folglich 

lim 

Iog{(l4-ÄOM 

=  loge=  1, 

, .       o''  —  1 

lim  — £      = 
n 

log  a. 

1)  Es  genügt  in  diesem  Falle  „unendlich"  statt  ,, positiv  unendlich" 
zu  sagen. 

Kowalewäki,  Differential-  und  lutegral-Rfchnnng.  4 
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Diese  Formel  gilt  auch  für  a  =  1,  weil  dann  beide  Seiten 
gleich  Null  werden. 

Im  Falle  0  <  a  <  1  setze  man  a  =  1/6.     Dann  wird 

,.      a''  —  l        ,.      1  —  h''  ,.      1   b>'  —  l 

lim  — ,       =  lim  -17,  ,r  =  —  lim  -y-r  — ,—  , 


also 


lim  — j-     =  —  log  b  =  log  a. 


Kapitel  V. 
Geometrische  Interpretation  der  Zahlen  nnd  Funktionen. 

§  45.  Versinnlichung  der  reellen  Zahlen  durch  die 
Funkte  einer  G-eraden.  ^)  Wir  benutzen  zur  Versinnlichung 
der    reellen    Zahlen    eine    Gerade,    die    wir    die    Zahlenlinie 

, ,  ,     ,  nennen.      Auf    ihr    werden 

^   '^  B    o       EJ  D        R       7^gj  verschiedene  Punkte 

^'^-  '■  0  und  E  gewählt.    0  heißt 

der  Nullpunkt  oder  Anfangspunkt  und  E  der  Einheits- 
punk t. 

Wird  eine  positive  Rationalzabl  r  vorgelegt,  so  ordnen 
wir  ihr  einen  Punkt  M  der  Zahlenlinie  zu,  der  mit  E  auf  der- 
selben Seite  von  0  liegt,  und  zwar  so,  daß  OJl  sich  zu  (JE 
verhält  wie  r  zu  1.  Wenn  also  r  =  m/n  ist  (m,  n  positive 
ganze  Zahlen),  so  tragen  wir  den  n-ten  Teil  von  OE  V(tn  O 
aus  w-mal  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welcher  E  liegt. 

Den  Punkt  J!  nennen  wir  den  Bildpunkt  von  r  oder 
kurz  den  Punkt  r.  E  ist  der  Bildpunkt  der  Zahl  1.  Daher 
haben  wir  E  den  Einheitsj)unkt  genannt. 

Ist  s  eine  negative  Rationalzahl,  also  .s  =  —  m/u  ( w,  n 
positive  ganze  Zahlen))  so  tragen  wir  den  n-ien  Teil  von   OE 


1)  Von  einer  Erürteruiii,'  der  hier  zujjruude  liegenden  geometrischen 
Axiome  sehen  wir  ab. 
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von  0  aus  m-nial  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welcher  E  nicht 
liegt.  Dadurch  gewinnen  wir  einen  Punkt  S,  der  der  Bild- 
punkt  von  s  oder  kurz  der  Punkt  s  heißen  möge. 

Betrachten  wir  schließlich  noch  0  als  den  Bildpunkt  der 
Zahl  Xull,  so  hat  jede  Rationalzahl  ihren  Bildpunkt.  Wir 
nennen  diese  Biklpunkte  die  rationalen  Punkte. 

In  Fig.  1  liegt  E  rechts  von  0.  Sind  r  und  >•'  zwei 
verschiedene  Rationalzahlen  und  R  bzw.  R'  ihre  Bildpunkte, 
so  liegt  R'  rechts  oder  links  von  R,  je  nachdem  r'  >  r  oder 
;•'  <  r  ist. 

Außer  den  rationalen  Punkten  gibt  es  auf  der  Zahlenlinie 
noch  andre,  die  man  als  irrationale  bezeichnet.  Konstruiert 
man  z.B.  ein  Quadrat  mit  der  Seite  OE  und  macht  0-/ gleich 
der  Diagonale  dieses  Quadrats,  so  kann  J  kein  rationale  Punkt 
sein.  Wäre  er  nämlich  der  Bildpunkt  der  Rationalzahl  r,  so 
müßte  nach  dem  Satze  des  Pjthagoras  /•- =  2  sein,  was,  wie 
wir  wissen,  unmöglich  ist. 

Ein  irrationaler  Punkt  J  führt  zu  einer  Einteilung  aller 
rationalen  Punkte  in  zwei  Klassen.  Zu  der  ersten  oder  unteren 
Klasse  rechnen  wir  alle  rationalen  Punkte,  die  links  von  J 
liegen,  zu  der  zweiten  oder  oberen  Klasse  alle  rationalen 
Punkte,  die  rechts  von  J  liegen.  Jeder  Punkt  der  unteren 
Klasse  liegt  dann  links  von  jedem  Punkt  der  oberen  Klasse. 
Ersetzen  wir  jeden  rationalen  Punkt  durch  die  Rationalzahl, 
deren  Bildpunkt  er  ist,  so  erhalten  wir  einen  Schnitt  (vgl.  §  2). 
a  sei  die  Zahl,  die  durch  ihn  bestimmt  wird.  Sie  ist  irra- 
tional; denn  zwischen  jedem  rationalen  Punkt  und  dem  Punkt  J 
gibt  es  noch  andre  rationale  Punkte,  so  daß  in  der  imteren 
Klasse  kein  Punkt  am  weitesten  rechts  und  in  der  oberen 
Klasse  keiner  am  weitesten  links  liegt.  Wir  wollen  nun  «7  als 
den  Bildpunkt  der  Irrationalzahl  a  betrachten  und  ihn  kurz 
den  Punkt  cc  nennen. 

Jeder  Punkt  der  Zahleulinie  ist  also  der  Bild- 
punkt einer  reellen  Zahl.  Man  nennt  diese  Zahl  die 
Abszisse  des  Punktes  (in  bezug  auf  den  Nullpunkt  0  und  den 
Einheitspunkt  E).  Sind  P^  und  P^  zwei  verschiedene  Punkte, 
so  sind  auch  ihre  Abszissen  Xi  und  x^  verschieden  und  zwar 
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liegt  Pg  rechts  oder  links  von  P^ ,  je  nachdem  x^  >  x^  oder 
x^  <  a^i  ist.^) 

Gibt  es  nun  zu  jeder  Irrationalzahl  einen  Punkt,  dessen 
Abszisse  sie  ist?  Es  liegt  im  Wesen  unserer  Raumanschauung, 
daß  wir  diese  Frage  nur   durch   ein  Axiom    erledigen    können. 

Gehörte  zu  der  Irrationalzahl  a  kein  Bildpunkt,  so  zer- 
fielen   die  sämtlichen  Punkte  der  Zahlenlinie  in  zwei  Klassen: 

1.  Punkte,  deren  Abszisse  kleiner  als  a  ist. 

2.  Punkte,  deren  Abszisse  größer  als  u  ist. 

Jeder  Punkt  der  unteren  Klasse  befände  sich  links  von 
jedem  Punkt  der  oberen  Klasse,  und  in  der  unteren  Klasse 
läge  kein  Punkt  am  weitesten  rechts,  in  der  oberen  Klasse 
keiner  am  weitesten  links,  weil  es  zwischen  zwei  Zahlen  immer 
noch  andere  gibt. 

Wir  stellen  es  nun  als  Axiom  auf,  daß  etwas  Derartiges 
nicht  vorkommt  fStetigkeitsaxiom).  Dann  hat  jede  Irra- 
tionalzahl ihren  Bildpunkt  auf  der  Zahlenlinie. 

Zwischen  den  reellen  Zahlen  und  den  Punkten  der  Zahlen- 
linie findet,  wie  man  sagt,  ein  eineindeutiges  Entsprechen 
statt.  Jede  Zahl  hat  einen  bestimmten  Bildpunkt  auf  der 
Zahlenlinie  und  jeder  Punkt  der  Zahlenlinie  ist  der  Bildpunkt 
einer  bestimmten  Zahl. 

§  46.  Streckenmessuug.  Zwei  Punkte  A  und  B  der 
Zahlenlinie  bestimmen  in  dieser  Reihenfolge  eine  Strecke. 
A  heißt  der  Anfangspunkt,  B  der  Endpunkt  der  Strecke. 
Je  nachdem  B  rechts  oder  links  von  A  liegt,  tragen  wir  von 
0  aus  nach  rechts  oder  links  OD  gleich  AB  ab.  Die  Abszisse 
von  J)  nennen  wir  die  Maßzahl  der  Strecke  AB  und  be- 
zeichnen sie  mit  AB. 

Hiemach  ist  die  Abszisse  eines  Punktes  P  nichts  anderes 
als    OP. 

Wenn  a  die  Abszisse  von  .4  und  \i  die  Abszisse 
von  B,  so  ist  die  Maßzahl  der  Strecke  ^P  gleich  h  —  a. 


1)  Für  den  Fall,  daß  P^   und  F^  irrationale  Punkte  sind,  folgt  dies 
daraus,  daß  zwischen  1\   und  /'j  rationale  Punkte  liegen  t^vgl.  §  6). 
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Sind  «  und  h  rational,  so  bedarf  der  Satz  keines  Beweises. 
Sind  sie  irrational,  so  lassen  sich  die  Rationalzahlen  a„  und  h^^ 
so  wählen,  daß 

ist  I  vgl.  §  9).     P^ ,  Q^   seien    die   Bildpunkte   yon  a^  bezw.  h^ 
und  P„'    Q  '  die  von  «„  A bzw.  ?>„  -j 


Dann   liegt  AB   sicher    zwischen  P„Q,'  und  P„' Q^,    also 
zwischen 

6„  —  «„  H und     b„  —  a„ 

Da  diese  beiden  Zahlen  nach  h  —  a  konvergieren,  so  ist 

AB=h-  a. 

Sind  A,  B,  C  drei  beliebige  Punkte  der  Zahlenlinie  (a,  h,  c 
ihre  Abszissen  i,  so  hat  man  immer 

AB^  W'+CA^O, 
weil 

(h  —  a)  +  (c-h)  -\-  («  —  c)  =  0 
ist. 

Fallen  B  und   C  zusammen,    so   wird  BC=0,    und    die 
Formel  lautet 

AB  +B2  =  0     oder     AB  =  -  BA. 

Vier  Punkte  A,  B,  C,  D   der    Zahlenlinie    (mit    den   Ab- 
szissen a,  h,  c,  d)  erfüllen  die  von  Euler  angegebene  Relation 

AB  ■  CD  +  A(J-  DB-{-IlJ    BC  =  0. 

In  der  Tat  ist 

(6  —  a)  [d  —  c)  +  {c  —  a)  (b  —  d)  -\-  {d—  a)  (c  —  &)  =  0. 

Bemerkung.     Wählt  man  die  Punkte  0'  und  E'  so,  daß 

Ö'E'=1 

ist,  90  hat  AB  in  bezug  auf  0'  und  E'  dieselbe  Maßzahl  wie 
in  bezug  auf  0  und  E. 
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§  47.     Versiuulichuug  der  Zahleupaare    durch    die 

Punkte  einer  Ebene.  Zwei  reelle  Zahlen  x^,  x.^  I)ilden  in 
dieser  Reihenfolge  ein  Zahlenpaar,  a;^  heißt  die  erste,  .r.^  die 
zweite  Zahl  des  Paares. 

Wir  ziehen  in  einer  Ebene  durch  einen  Punkt  0,  den 
wir  den  Anfangspunkt  nennen,  zwei  verschiedene  Geraden 
(Koordinatenachsen).  Auf  jeder  von  ihnen  wählen  wir 
einen  von   0  verschiedenen  Punkt  E^  bzw.  E^.^) 

Auf  der  Geraden  OE^  benutzen  wir 

0  als  Nullpunkt,    E^  als  Einheitspunkt, 

ebenso  auf  OE.2 

0  als  Nullpunkt,    £",  ^^^  Einheitspunkt. 

Ist  nun  Pj  der  Bildpunkt  von  x^ 
auf  der  Geraden  0E^^  und  P,  der  Bild- 
punkt von  X2  auf  der  Geraden  OE.2, 
so  ziehen  wir  durch  Pj  und  P^  Paralelen  zu  OE^  bzw.  0-£\ 
und  erhalten  dadurch  den  Punkt  P.  Ihn  nennen  wir  den  Bild- 
punkt  des  Zahlenpaares  x^,  x^  oder  kurz  den  Punkt  (Tj,  x,). 

Auf  diese  Weise  ist*  zwischen  den  Zahlenpaaren  und  den 
Punkten  der  Ebene  ein  eineindeutiges  Entsprechen  her- 
gestellt. Jedes  Zahlenpaar  hat  einen  bestimmten  Bildpunkt 
in  der  Ebene,  und  jeder  Punkt  der  Ebene  ist  der  Bildpunkt 
eines  bestimmten  Zahlenpaares. 

Xi,  x.2  nennt  man  die  Koordinaten  des  Punktes  P. 

Man  pflegt  auf  parallelen  Geraden  die  Einheits- 
strecken^J  so  zu  wählen,  daß  sie  durch  eine  Parallel- 
verschiebung   zur   Deckung   gebracht   werden    können. 


I 


Hiernach  ist 


und 


j.,=  0P,=  P,P. 


1)  Man  nimmt  gewöhnlich  f)E^  und  OE^  gleich  laug  an.  Anstatt 
E^  und  E^  in  die  Figur  hineiuzuzeichnen,  macht  man  durch  Pfeile 
kenntlich,  auf  welcher  Seite  die  Einheitspunkte  liegen. 

2'!  Eine  Einheitsstrecke  ist  eine  Strecke  mit  der  Maßzahl   1. 
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§  48.  Bildkurve  einer  Punktion.  Um  eine  geo- 
metiische  DarstelluDg  einer  Funktion  y  =  fix)  zu  erhalten,  be- 
dient man  sieh  der  in  §  47  dargelegten  Versinnlichung  der 
Zahlenpaare  durch  die  Punkte  einer  Ebene. 

Jedem  Wert  der  unabhängigen  Veränderlichen  entspricht 
ein  Zahlenpaar 

X,  f(x), 

das  in  der  Ebene  seineu  Bildpunkt  hat.  Den  Inbegriff  der  so 
erhaltenen  Bildpunkte  nennt  man  die  Bild  kurve  der  Funk- 
tion f(x)  und  y  =  f\x)  die  Gleichung 
dieser  Kurve. 

Durch  die  Bildkurve  ist  die  Funk- 
tion vollkommen  bestimmt.  Denn  aus 
der  Bildkurve  kann  man  ablesen,  welcher 
Funktionswert  jedem  Wert  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x   entspricht. 

Wenn  fix)  eine  Konstante  ist,  so  ist 
die  Bildkurve  eine  Parallele  zur:r-Achse^). 

Die  Bildkurve  einer  ganzen  rationalen  Funktion  ersten 
Grades 

y  =  aQX-\-a,  K^O) 

ist  eine  Gerade,  die  aber  nicht  zur  a:-Achse  parallel  ist. 

Die  Bildkurve  einer  ganzen  rationalen  Funktion  zweiten 
Grades  ist  eine  Parabel. 

Die  Bildkurve  von 

y  =  Ya^  —  x^  i—a^x<a) 

ist,  wenn  wir  die  Koordinatenachsen  senkrecht  zueinander  an- 
nehmen, ein  Halbkreis  vom  Radius  a. 

§  40.     Versinnlichung-  der  Zahlentripel    durch    die 

Punkte  des  Baumes.  Drei  reelle  Zahlen  x,^,  x^,  x.^  bilden 
in  dieser  Reihenfolge  ein  Zahlentripel.  x^  heißt  die  erste, 
x^  die  zweite,  x.^  die  dritte  Zahl  des  Tripels. 


1)  OE^   nennen  wir  hier  die  rc-Achse,  OE..   die  »/-Achse. 
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Durch  einen  Punkt  0  des  Raumes,  den  wir  den  An- 
fangspunkt nennen,  ziehen  wir  drei  Geraden,  die  nicht  in 
einer  Ebene  liegen.  Sie  heißen  die  Koordinatenachsen  und 
die  drei  Ebenen,  die  sie  paarweise  bestimmen,  die  Koordinaten- 
ebenen.    Auf  jeder  Koordinatenachse  wählen  wir  einen  von  0 

verschiedenen   Punkt  (E^   bzw.  E^ 
bzw.  jE'3). 

Auf  Oi;  (k  =  1,  2,  3)  be- 
nutzen wir  0  als  Nullpunkt,  E^ 
als  Einheitspunkt. 

Ist  nun  P,j  der  Bildpunkt  von 
x^  auf  OE^,  so  legen  wir  durch 
Pj,  P2,  P3  Parallelebenen  zu  den 
Koordinatenebenen  und  erhalten 
dadurch  den  Punkt  P.  Ihn  nennen 
wir  den  Bildpunkt  des  Tripels  x^,  x.^,  x.^^  oder  kurz  den  Punkt 

Auf  diese  Weise  ist  zwischen  den  Zahlentripeln  und  den 
Punkten  des  Raumes  ein  eineindeutiges  Entsprechen  her- 
gestellt. Jedes  Zahlentripel  hat  einen  bestimmten  Bildpunkt 
im  Räume  und  jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Bildpuukt 
eines  bestimmten  Zahlenti-i])('ls. 

Xi,X2,x.^  nennt  man  die  Koordinaten  von   P. 

X2,  x^  sind  die  Koordinaten  von  P.'  in  der  Ebene  OE^E^, 
ebenso  x.^,  x^  die  Koordinaten  von  P/  in  der  Ebene  OE.^E^ 
und  x^,x.^  die  Koordinaten  von  P/  in  der  Ebene   OE^E^. 

§  50.     Punktionen  von  zwei  Veränderlichen.    9)?  sei 

irtyend  eine  Menge  von  lauter  verschiedenen  Zahlcnp.iaren  oder, 
geometrisch  gesprochen,  eine  Menge  von  lauter  verschiedenen 
Punkten  einer  Ebene. 

Ist  jedem  Punkt  von  ^)l  eine  Zahl  zugeordnet,  so  sagt 
man,  daß  in  9Ji  eine  Funktion  definiert  ist.' 

Die  zugeordneten  Zablen  wollen  wir  als  die  Werte  einer 
Veränderlichen  £i  betrachten.  Ferner  wollen  wir  festsetzen,  daß 
das  Buchstilbenpaar  x,  if  jedes  Zahlenpaar  in  '^)l  bedeuten  kann. 
Ein  solches  Buchstabenpaar  möge  ein  Varia  bleu  paar  heißen. 
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jedes  Zahlenpaar  in  9JJ  ein  Wertsystem  und  DJl  der  Bereich 
des  Yariablenpaares. 

Es  entspricht  dann  jedem  Wertsystem  von  x,  y  ein  Wert 
von  z. 

Man  nennt  z  eine  Funktion  von  x,  y  und  schreibt^) 

z  =  f(x,  y). 

W  heißt  der  Definitionsbereich  dieser  Funktion. 

Um  eine  geometrische  Darstellung  von  f(x,  y)  zu  gewinnen, 
bedient  man  sich  der  in  §  49  dargelegten  Versinnlichung  der 
Zahlentripel  durch  die  Punkte  des  Raumes.  Jedem  Weitsystem 
von  X,  y  entspricht  ein  Zahlentripel 

^,  y,  f(.^,y), 

das  seinen  Bildpunkt  im  Räume  hat.  Den  Inbegrilf  der  so  er- 
haltenen Bildpunkte  nennt  man  die  Bildfläche  der  Funk- 
tion f(x,y)  und  z  =  f[x,  y)  die  Gleichung  dieser  Fläche. 

z  =  ax  -{-hy  -{-  c     (a,  h,  c  Konstanten) 
ist  z.  B.  die  Gleichung  einer  Ebene. 

§  51.  Stetigkeit,  {x^,  ?/(,)  sei  eine  Stelle  im  Bereich  9J?, 
und  es  sei  möglich,  in  9)^  die  Punkte 

{x,,y,),  (x^,  y,),  {x.,ys),  ... 
so  zu  Avählen,  daß  (x^,  y^)  von  (Xq,  i/o)  verschieden  und 

lim  x^  =  Xq     und     lim  y„  =  ^o 
ist.-)     Wenn  dann  immer 

lim/K;?/J  =  lim  A^o;  ^o) 
ißt,    so    nennt    man    f(x,  y)    an    der    Stelle    (xq,  y^)    stetig. 
Andernfalls  heißt  f(x,y)  an  der  Stelle  {Xq,  y^)  unstetig. 

Eine  Folge  (x^,  y^),  (x^,  y.^),  {x.^,  y^),  .  .  .  von  der  obigen 
Beschaffenheit    existiert    dann    und    nur    dann,    wenn    in  jeder 


1)  Gelesen  wird  diese  Formel:  „s  gleich  /von  x,  ^".  Statt  f  kann 
man  auch  andre  Buchstaben  benutzen. 

2)  Wenn  lim  a;„  =  cCg  und  \imy^^  =  y^  ist,  so  sagt  man,  daß  der 
Punkt  ix„,y„)  oder  die  Punktfolge  {Xi,yi),  {x.^y^),  {x^,yi),  ••• 
nach  wr^ij/ß)  konvergiert. 
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Umgebung*)  von  {^q,  yo)  ein  von  {Xq,  i/q)  verschiedener  Punkt 
<ler  Menge  50?  vorhanden  ist.^) 

Gibt  es  in  Wi  keine  Punktfolge,  die  nach  (x^,  y^  konver- 
giert, so  nennt  man  {x^jp^)  einen  isolierten  Punl^t  von  9)?. 
In  einem  solchen  Punkte  von  Stetigkeit  zu  reden,  hat  keinen  Sinn. 

§  52.  Funktionen  von  n  Veränderlichen.^)  d)l  sei 
irgend  eine  Menge  von  lauter  verschiedenen  Zahlentripeln  oder, 
geometrisch  gesprochen,  eine  Menge  von  lauter  verschiedenen 
Punkten  im  Raurae^j. 

Ist  jedem  Punkt  von  SO?  eine  Zahl  zugeordnet,  so  sagt 
man,  daß  in  90?  eine  Funktion  definiert  ist. 

Die  zugeordneten  Zahlen  wollen  wir  als  die  Werte  einer 
Veränderlichen  u  betrachten.  Ferner  wollen  wir  festsetzen, 
daß  das  Buchstabentripel  x,  y,  z  jedes  Zahlentripel  in  SDJ  be- 
deuten kann  Ein  solches  Buchstabentripel  möge  ein  Variablen- 
trip el  heißen,  jedes  Zahlentripel  in  ÜOZ  ein  Wertsy stein  und 
äR  der  Bereich  des  Variablentripels. 

Es    entspricht    dann   jedem   Wertsystem    von    x,  //,  z    ein 

Wert  von  u.     Man    nennt    u    eine  Funktion    von    x,  //,  z   und 

schreibt  ^ ) 

u==f{x,y,z). 

SD?  heißt  der  Definitionsbereich  dieser  Funktion. 

(.rg,  ^0,  z^)  sei  eine  Stelle  im  Bereich  9)?,  und  sie  sei  nicht 
isoliert,  d.  h.  es  sei  möglich,  in  3)i  die  Punkte 


1)  (a,  u)  sei  eine  Umgebung  von  .r„  und  \b^  h' )  eine  Umgebung 
von  2/,  (vgl.  §  10).  Dann  bilden  diejenigen  Punkte,  deren  Koordinaten 
den  Bedingungen  «  <<  x  <;  n  und  b  <^y  <^h'  genügen,  eine  Umgebung 
von  (.r^,  ?/g).  Nur  in  diesem  Sinne  werden  wir  das  Wort  gebrauchen. 
Eine  solche  Umgebung  wird  gebildet  von  den  inneren  Punkten  eine.s 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  zu  den  Koonlinatfnaclisen  |)arallpl  sin<l 
und  das  (x^,  y^)  in  seinem  Innern  enthält. 

2)  Beweis  ähnlich  wie  in  §  31. 

3)  Der  Einfachheit  halber  besprechen  wir  nur  den  Fall  u  =  3. 

4)  Im  Falle  n>3  ist  eine  solche  geometrische  I>arstellung  nicht 
möglich.  Trotzdem  bedient  man  sich  der  geometrischen  .\usdrucksweise 
und  spricht  von  Punkten  in  einem  »j-dimensionalen  Raum. 

ö)  Gelesen  wird  diese  Formel:  „n  gleich  /'  von  .r,  y,  *"■ 
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so  zu  wählen,   daß  {x^^,  y^,  z^]\  von  [x^^  i/^,  Zq)  verschieden   und 

lim  x„  =  Xq  ,     lim  ^„  =  i/o .     lim  z„  =  z^ 
ist^).     Wenn  dann  immer 

lim  fX^n,  Vny  O  =  fi^oj  Voy  ^o) 
ist,  so  nennt  mau  f{x,y,z)  an  der  Stelle  {Xq,  y^,  z^  stetig. 
Andernfalls  heißt  f{x,  y,  z)  an  der  Stelle  (a;^,  ^/o?  -^o)  unstetig. 
Eine  Folge  {x^,  yx,h),  (%^  V^,  h),  {^z,  Vz^^z)^  •  •  •  ^o^  der 
obigen  Beschaffenheit  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  in 
jeder  Umgebung-)  von  (j?;^,  ^/q,  z^)  ein  von  [Xq,  y^,  Zq)  verschie- 
dener Punkt  der  Menge  W.  vorhanden  ist. 

§  53.    Rationale  Funktionen  von  */  Veränderlichen. 

«,  b,  . . .  sei  eine  endliche  Anzahl  von  Konstanten  und  x^ ,  x.2,  •■■,J^n 
sei  ein  Yariablensystem.  Der  Bereich  von  x^,  x^,  .  .  .,  x^  sei 
so  beschaffen,  daß 

9^ (ff,  &,...;  x^,  x.,,  . .  .,  x^) 

einen  Sinn  hat,  wobei  9i  eine  rationale  Operation  bedeuten  soll. 
Jedem  Wertsystem  von  x^,  x^,  .  .  .,  x^^  ist  auf  diese  Weise 
eine  Zahl  zugeordnet. 

y  =  M(a,h,  ..  .;  x^,  x,^,  .  .■.,x„) 

ist  also  eine  Funktion  von  Xj^,  x^,  .  .  .,  x^.  Man  nennt  diese 
Art  von  Funktionen  rationale  Funktionen. 

Mit  Hilfe  von  §  26,  Nr.  4  erkennt  man  sofort,  daß  eine 
rationale  Funktion  an  jeder  Stelle  ihres  Defiuitions- 
bereiches   stetig   ist. 


1)  Wenn  lim  x„  =  x^ ,  lim  y„^  I/q,  lim  ^„  =  Zg  ist,  so  sagt  man, 
daß  der  Punkt  (x,,,  2/„,  z,)  oder  die  Punktfolge  (x^,  t/, ,  z^),  {x»,  y^,  2.,), 
(«31  ys>  ^s)>  ■  ■  ■  nach  (x^,  2/oi  ■^o)  konvergiert. 

2)  (a,  a)  sei  eine  Umgebung  von  x^ ,  (ft,  h')  eine  von  y^ ,  (c,  c)  eine 
von  2(, .  Dann  bilden  die  Punkte,  deren  Koordinaten  den  Bedingungen 
a<^x<Cia',  h  <Cy  <ib'  und  c<^z<^c'  genügen,  eine  Umgebung  von 


ßO  Differenzen  quotient. 


Kapitel  VI. 
Differentiation  von  Funktionen  einer  Veränderlichen. 

§  54.  DiflFerenzenqiiotient.  Sind  x  und  x  +  ^'  zwei 
verschiedene  Werte  aus  dem  Definitionsbereich  von  y  =  f(x)y 

so  nennt  man 

f(x-\-h)-fix) 
h 

einen  Differenzenquotienten.  Der  Neuner  ist  die  Differenz 
der  beiden  Werte  x  +  //  und  x,  der  Zähler  die  Differenz  der 
zugehörigen  Funktions werte.  Man  pflegt  den  Zähler  mit 
^f{x)  oder  zJy,  den  Nenner  mit  Jx  zu  bezeichnen,  so  daß 
der  Differenzenquotient  zJf{x)/zJx  oder  ziyjJx  lautet,  z/  soll 
an  das  Wort  Differenz  erinnern. 

Der  Differenzenquotient  hat  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung.  P  und  Q  seien  die  Punkte  der  Bildkurve,  die  zu 
x  und  X  -\-  h  gehören.     Dann  ist  (vgl.  Fig.  5) 

^y  _  BQ 

J.r  Fl{ 

Diesen  Quotienten  nennt  man  aber  die  Richtungskonstante 
der  Geraden  PQ.  Ist  sie  gleich  a,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Geraden 

//  =  ax  -\-  h. 

Der  Diffrenzentjuotient  ist  also  gleich  der  Rich- 
tungskonstanten einer  Sekante^)  der  Bildkurve. 

§  55.  Ableitung  und  Differential.  Wenn  jede  Folge 
von  Differenzenquotienten 

f(x-^h^)-t\x)      nx-\-K)-f\x)      fix  +  h,)  -  fix) 

die  die  Eigenschaft 

liraA„=() 


1)  Als  Sekante  einer  Kime  bezeichnen  wir  die  Verbindungsgerade 
zweier  Kurvenpunkte. 
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hat,  konvergent  ist,  so  sagen  wir,  daß  f{x)  an  der  Stelle  x 
eine  Ableitung  besitzt^).    Wir  verstehen  unter  der  Ableitung 
den  gemeinsamen  Grenzwert  aller  jener  Folgen. 
Daß  ein  solcher  existiert,  läßt  sich  leicht  zeigen.     Ist 

lim  — — ^^^ — '-^-^  =  Ä  (hm  h^  =  0) 

und 

lim  A^+ÄIz-M  =  B,  (lim  h^  =  0) 

so  ist  auch  die  Folge 

fix -{.\)- fix)       f{x  +  \)-f{x)      f{x  +  \)-f{x) 

konvergent.    Alle  Teilfolgen  haben  daher  denselben  Grenzwert, 
insbesondere  ist  also  Ä  =  B. 

Wir  bezeichnen  die  Ableitung  von  f(x)  an  der  Stelle  x 
mit  f'{x).     Diese  Bezeichnung  rührt  von  Lag  ränge  her. 

Das  Produkt  aus  f'{x)  und  einer  Konstanten  h  nennt  man 
das  Differential  von  f(x)  an  der  Stelle  x  und  bezeichnet  es 
nach  Leibniz  mit  df{x),  so  daß 

df{x)^f'{x)h 
ist.     Man  pflegt  bei  allen  Funktionen  dasselbe  li  zu  benutzen, 
so  daß  insbesondere 

dx  =  h 

wird^).     Infolgedessen  dürfen  wir  schreiben 
dfix)  =  f'(x)dx, 


und  daraus  folgt 


'    ^  ^  dx 


Die  Ableitung    ist    also    ein  Quotient    aus   zwei  Differentialen. 
Deshalb  nennt  man   sie  auch  Differentialquotient. 


1)  An  einer  isolierten  Stelle  des  Definitionsbereicbs  von  einer  Ab- 
leitung zu  reden,  bat  keinen  Sinn. 

2)  Die  Ableitung  von  f{x)  =  x  ist  gleicb  1 ,    weil  alle  Ditferenzen- 
quotienten  gleicb  1  sind. 
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Geometrische  Inteipretation  des  Differentials. 


Die  Berechnung  der  Ableitunor  oder  des  Differentials  heißt 
Differentiation. 

§  56.  Geometrische  Interpretation  der  Ableitung 
und  des  DifiFerentials.     Wie  wir  wissen,  ist 

fi^  +  h)-  fix) 
h 

die  Kiehtuugskonstante  einer  Sekante  FQ  der  Bildkurve  Yonf(x). 
Der  Folge 
f{x-\-h,)-f{x)      f{x  +  h,)-f(x)      fix +  K)- fix) 

(lim /»„=()) 
entspricht  eine  Folge  von  Sekanten,  die  alle  durch  P  hindurch- 
gehen   und   deren   Richtungskon- 
stanteu      den      Grenzwert     /'(^) 
IQ^^  haben').      Ziehen    wir    durch    P 

Pj^^:;^^^  eine    Gerade    P  7',    deren    Rich- 

tungskonstante   gleich   f [x]    ist, 
so    wollen    wir    sie    die    Grenz- 
->-    läge  von  V(^  nennen. 

Man  pflegt  nun  die  Tan- 
gente unserer  Kurve  im  Punkte  P 
gerade  als  die  Grenzlage  von  F  (^  bei  nach  Null  konvergieren- 
dem /(  zu  definieren. 

Demnach    ist   die   Ableitung   gleich    der    Hichtungs- 
konstante  der  Tangente  der  Bildkurve. 
In  Fig.  ;")  ist 

nT^f'{x)h  =  df{x). 
Daliegen  ist 

BQ  =  f{.r  +  h^  -  f{x)  =  ^f(x). 

§  57.  DiflFerentiation  von  /  (.i)  -f-  f/(a).  Wenn  u  =f\x) 
uud  c  =  f/(x)  an  der  Stelle  x  Ableitungen  be.sitzen,  so  hat  auch 
F{x)  =  f'(x)  +  g(x)  an  dieser  Stelle  eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

d(H-\-v)  =  (//<-!-  dv. 


r  Wir  nehmen  an.  «laß  /'(.r)  existiert 
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In  der  Tat  folgt  aus 

lim  A^-f^^-/'(^)  _  ^.(^.)  ,  li^  j^  _  0) 

und 

.,.      g (x -\- h)  —  g (x)  ,.  s  /v      7        /-»n 

lim  ^^ — !— ^^ — -^-^^  =  g  {x)  (lim  li  =  0) 

nach  §  26 

=  lim  t\^+J^m  +  lim  ^^^-^\)-g(-^) 
h  h 

=  f  i?c)  +  g  {x). 

§58.  Differentiation  von  f'(oc)g{Jc).  Wenn  u  =  f{x) 
und  r  =  ^(a;)  an  der  Stelle  x  Ableitungen  besitzen,  so  hat  auch 
Fix)  =  f\x)g{x)  an  dieser  Stelle  eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

diiiv)  =  fdn  +  MC?r. 

Man  hat  nämlich 

F{x  -\-h)—  F{x) 
h 

=  9W  fct^^/-^^^  +  fix)  g(-^  +  ^'^-lO^ 
A^H-^)  — /X^    g(a;  +  fe)  — g(a;)    , 

mithin  für  lim  Ji  =  0 

lim  ^>±^-i:Z>)  =  ^(:,)f(^)  +  /X:r).9'(^)- 

Folgeruiiifeii.  Wenn  gix)  eine  Konstante  c  ist,  so  wird 
^'(ä;)  =  0,  und  man  hat 

clicu)  =  cdu. 
Da 

H  —  f  =  U  +  (—  1)  V, 

SO  wird 

diu  —  v)  =  c?t*  +  ( —  1)  dv  =  du  —  dv. 

§  59.  Differentiation  von  1  : /\J(').  Wenn  ii  =  /(a:) 
an  der  Stelle  x  ungleich  Null  ist   und   eine  Ableitung  besitzt. 


64  Differentiation  von  Summen  und  Produkten. 


SO   hat   aucli  F(x)  =  1  :  f(x)    an   dieser  Stelle   eine  Ableitung, 
und  zwar  ist 

Aus 

lim  -- — ~- — -^—  =  /  [x)  (hm  h  =  0 ) 

folgt  1) 

lim  fix  +  k)  =  f{x)  +  lim  (/'^-^i ^y^  .  h^  =  f(^). 

Da  f(x)  ^  0  ist,  so  sind  auch  fast  alle  /"(.r  -f  //)  ungleich 
Null,  und  wir  dürfen  durch  sie  dividieren. 
Nun  hat  man 

F(x-\-h)—F{x)  _   l_  j _^ 1_ \ 

h  ~  T  \f{x  +  h)      fi^l 

fix  -\-h)  —  f{x)     rr   \  rf      ^    i\ 
folglich 

.   F{x-\-h)-Fix)  _  _  n^ 

h  (fix))'-' 

Fo\f^er\uis.  Wenn  u  =  f{x)  und  v  =  g{x)  an  der  Stelle  x 
Ableitungen  besitzen  und  f{x)  an  der  Stelle  x  ungleich  Null 
ist,  so  hat  auch  F{x)  =  g{x)  :  f(x)  an  dieser  Stelle  eine  Ab- 
leitung, und  zwar  ist 

1  [  V  \  udv  —  vdu 

\u  )  ~  u- 

Man  hat  nämlich 

V  1 

=  v  ■      , 
u  u  ' 

also 

udv  —  rd u 


"(f)  =  -""  +  "'(,',) 


W 


§  60.  Differentiation  einer  Summe  und  eines  Pro- 
duktes von  i>  Punktionen.  Durch  wiederholte  Anwendung 
der  Ditferentiatiuusrecrelu  in  i^  ;")?  mid  i?  58  findet  man  foU 
gendes : 

l)  Man  sieht,  daß  die  Stetigkeit  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Existenz  der  Ableitung  ist. 
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Wenn  die  Funktionen 

an  der  Stellen:  Ableitungen  besitzen,  so  hat  auch  die  Summe 

^«1  +  Wo  + \-  % 

an  dieser  Stelle  eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

d{u^  +  u.^  4-  . . .  4- 1(^)  =  du^  +  du.^  -^  .  .  .  ^  dUp. 
Ebenso  hat  das  Produkt 

an  der  Stelle  x  eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

diu^  U2.. .  Up)  =  (U1U2  ■  ■  ■  Up}x  du^  -\-  (MiI<2  •  •  •  ((pjodu^  +  •  •  • 
-{-{u^U2...Up)pdUp. 

Dabei  soll  (HjWg  •••  ''>\  ^^^  Produkt  bedeuten,  das  aus  ^^,^2,  ■.■,u 
nach  Streichung  von  %  entsteht,  so  daß  z.  B. 

(Ul  11.2  ■  •  ■  %)l  =  ^2  .  .  .  U^^ 

ist. 

§  61.  Differentiation  der  rationalen  Funktionen. 
Wir  haben  in  §  60  gesehen,  wie  ein  Produkt  von  p  Faktoren 
diiferenziert  wird.  Man  multipliziert  das  Differential  jedes 
Faktors  mit  allen  übrigen  Faktoren  und  addiert  diese  Produkte. 

Sind  alle  /)  Faktoren  gleich  der  Funktion  11,  so  findet 
man  die  Formel 

d(;iiP)  =puP-^du. 

Im  Falle  u  ==  x  lautet  diese  Formel 
d  (xP)  =  pxP  ~^dx. 
Wir  sind  jetzt  imstande,  eine  ganze  rationale  Funktion 
G{x)  =  a^x'"  +  a,x"'-'-+  •  •  •  +  a„^_j  x  +  a,^ 
zu  differenzieren.     Dabei    brauchen   wir    nur   an  §  60    und   an 
die  erste  Folgerung  in  §  58  zu  denken. 
Es  ergibt  sich 
dG(x)  =  {ma^x"^-'+  (m  -  l)a,a:"'-2+ \-  a„,_,)dx. 

Die  Ableitung  einer  ganzen  rationalen  Funktion 
m-ten  Grades  ist  also  eine  ganze  rationale  Funktion 
(w— l)-ten  Grades. 

Kowalewski,  Differential-   und  Integral-Rechnung.  5 


QQ  Differentiation  -von  a*,  logx. 

Betracliten  wir  jetzt  die  rationale  Funktion  G(x):H{x\ 

wobei 

H{x)  =  &o^"  +  ?>i^"-'  +  •  •  •  +  h^_^x  +  6„ 

ist,  so  haben  wir  nach  §  59 

7  f  ^ /  \      TT-/  M        H{x)  dG(x)  —  G(x)  dH{x)         ,  ry,  s  >>  nx 
d  {  G{x)  :  H{x) }  =  -^-^ \g(^)).  •     (^(^)  ^  0) 

Die  Ableitung  einer  rationalen  Funktion  ist  also 
wieder  eine  rationale  Funktion. 

§  62.     DiflFerentiation  von  a''.     Da 

h  h 

ist,  so  wird  (vgl.  §  44) 

X  +  U X  h ■, 

lim-      ,~~  '   =  «*■  lim      y     =  «•'loga,     (lim//  =  0; 

d.h. 

dia^)  =  «•''loga  •  dx, 
und  insbesondere 

d{€^)  =  e'  dx. 

§  t33.     DiflFerentiation   von   log  x.     Wenn  a;  >  0   und 
lim  /i  =  0  ist,  so  sind  auch  fast  alle  x  +  A   größer  als  Null. 
Da 

log(a;4-fe)  — loga:  ^  1     ^^V  ^  x)  ^   l^ 
h  X  h 

X 

ist,  wenn  wir 


=  Tlog(l  +  ^) 


setzen,  so  hat  man 


X 


\og{x-\-h)  —  \ogx        1 
Ulli  ~ 

d.  h 


lim  -K^-ir .'vjrj^^  =  1  log e  =  -  , 
h  X  X 


d  log  X  =  -^^ 
Wenn  nämlich  lim  //  =  0  ist,  so  ist  auch  lim  h  =  0,   und 

(1  ^Ti)''  =  e 
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hat  dann  den  Grenzwert  e.  Wegen  der  Stetigkeit  von  log  x 
folgt  aber  aus  lim  e  =  e 

lim  log  e  =  log  e  =  1. 
Ist  Log  X  der  Logarithmus  von  x  zur  Basis  a  (>  0),  d.  h. 

so  folgt 

loga;  =  Loga;  •  loga, 
also 

Log.c  =  5 •  loga;. 

®  log  a        " 

i =  M  nennt   man   den  Modul   der  Logarithmen  zur 

log  o  ° 

Basis  a.     Mit  M  muß  man  die  natürlichen  Logarithmen  mul- 
tiplizieren, um  die  Logarithmen  zur  Basis  a  zu  erhalten. 
Durch  DifiFerention  ergibt  sich 

jT  Mdx 

^  X 

§  64.  Differentiation  zusammengesetzter  Funk- 
tionen. Die  Funktion  /(a^)  sei  so  beschaffen,  daß  alle  ihre 
Werte  dem  Definitionsbereich  von  F{x)  angehören. 

Dann  stellt 

Fifix)) 

in  dem  Definitionsbereich  von  f{x)  eine  Funktion  von  x  dar. 
Man  nennt  F(fiX))  eine  zusammengesetzte  Funktion. 

Wenn  f(x)  an  der  Stelle  x  und  F(u)  an  der  Stelle 
u  =  fix)  stetig  ist,  so  ist  F(f{x))  an  der  Stelle  x  stetig. 

Aus  lim  x„  =  X  folgt  nämlich  immer 

lim  f(xj  =  f{x) 
und 

\imF{f(x„))-=Fif{x)). 

Wenn  f(x)  an  der  Stelle  x  und  F(u)  an  der  Stelle 
u  —  f(x)  eine  Ableitung  hat,  so  hat  F(f(x))  an  der  Stelle  x 
eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

dF(f(x))  =  F'(f{x))df(x). 
Setzen  wir 


63  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen. 

SO  haben  wir  die  Folge 

F{u  +  k,)  -  F{u)     F(u-{-k,)-F(u)     Fiu  +  k,)-F{u) 

zu  betrachten,  wobei  lim  /<„  =  0,  also  auch  lim  Ä-„  =  0  ist^). 

Gibt  es  in  1\,  l'^,  /tv,  .  .  .  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Null    verschiedener    Glieder,    so    ändern    die    zugehörigen 

Quotienten 

F{u  +  k„)-Fiu) 

^"  ~  K 

nichts  an  dem  Grenzwert  von  Q^.    Gibt  es  unendlich  viele  von 

Null  verschiedene  /.•„,  so  bilden  sie  eine  Teilfolge  Ä-^,  ^2>  ^s?  •  •  ■> 

und  man  hat 

^    _  F{u  +  k^)-Fiu)  _  Fju  +  k„)  -  F^ii)     f{x  +  h„)-fix) 
^n  —  r  r  '  r  ' 

K  l^n  "'n 

also  _ 

Gibt  es  in  Ä-^,  A^,  \,  .  ■  ■  nur  eine  endliche  Anzahl  ver- 
schwindender Glieder,  so  ändern  die  zugehörigen  Q^  nichts  an 
dem  Grenzwert  von  Q^.  Gibt  es  unendlich  viele  verschwin- 
dende A„,  so  bilden  sie  eine  Teilfolge  \,  k^,  /.g,  .  .  .  und 
man  hat 

g  =  '>±^^  =  0. 

jCn  fi, 


Nun  ist  aber 


0, 


also  auch 

fx  4-  h„)  —  fix) 

und  daher 

\\mQ^  =  F'{u)r{x). 

Wir  können  aus  dem  Obigen  schließen,  daß  immer 

\\mQ^=^F'{u)r{x) 
ist,  d.  h. 
d  F(f{x))  =  F'  (fix))  df(x) . 

1)  Weil  f'{x)  existiert,  ist  fix)  an  der  Stelle  x  stetig. 


Beispiele.  69 

Das  Differential  von  F(u)  lautet  also 

F'{ii)  du, 

ob  nun  u  [oder  irgend  eine  andere  Veränderliche  die 
unabhängige  ist.  Hierin  liegt  einer  der  Vorzüge  der  L e i b n i z - 
sehen  Differentiale. 

§  65.     Beispiele.     1.     y  =  e^^''\ 

dy  =  e^^'''^df{x)  =  e^^'^f'(x)dx. 

2.  y  =  x^',    x>0. 

Man  schreibe 

y  =  e^'iog-'^. 

Dann  ist  nach  Nr.  1 

dy  =  ©"  'os-v  d(fi  log  x)  =  x^'^, 

also 

dy  =  ^x^'~^dx. 

3.  y  =  log  fix),    f{x)>0. 

4.  y  =  log  {x  +  ]/l  +  x^) . 

x-\-yi-\-x^        as+yi  +  Ä* 

Nach  Nr.  2  ist  aber 
dYl  +  ^'  =  f/(l  +  xV  =  1(1  +  x')    2  dn+x')  =  -^^ . 

-^  yi-\-  X- 

Man  findet  schließlich 

7  dx 

^    yrf¥« 

§  66.  Theorem  von  Rolle.  f{x)  sei  weder  bei  a 
noch  bei  h  unstetig^)  und  habe  zwischen  a  und  h 
überall  eine  Ableitung;  außerdem  sei  f{a)  =  f{h).    Dann 

1)  Wir  verlangen,  genau  gesagt,  folgendes:  Wenn  a<ixJ^<ih  und 
\\mx,^  =  a  oder  lim  a;,^  =  fe  ist,  so  soll  immer  lim  f(x„)  =  f{a)  bzw 
lim  /Xir,j)  =  f(b)  sein. 


70  Theorem  von  Rolle. 


gibt    es    zwischen    a    und    &    eine    Stelle   c   derart,    daß 
/■'(c)  =  0  ist. 

Zunächst  bemerken  wir,  daß  f{x)  auch  zwischen  a  und  h 
überall  stetig  ist.  Das  folgt  ans  der  Existenz  der  Ableitung. 
f{x)  ist  also  in  (ß,  h}  stetig. 

Wir  wollen 

b  —  a  =  Je     und     l\  =  fj  /.• 

setzen  und  die  Funktion 

betrachten.     Sie  ist  in  <[a,  a  +  ^k^}  stetig  und  hat  die  Eigen- 
schaft 

(p{a)  +  (jp(a  +  A-j)  +  (p(a  +  ^l^)  =  0. 

Es  bestehen  nun  folgende  Möglichkeiten: 

1.  (p(a),  (p(a-\-Ji\),  ^(a-\-2k^)  sind  nicht  alle  gleich  Null, 

2.  (p{a),  g){a-\-\),  g){a-\-2l\)  sind  alle  gleich  Null. 

Im  ersten  Falle  gibt  es,  weil  die  Summe  von  (p{a), 
g)(a  -{-  kj),  (p{a  -f  2A'j)  gleich  Null  ist,  unter  diesen  drei  Zahlen 
sicher  eine  positive  und  eine  negative.  Dann  existiert  aber 
nach  §  33  zwischen  a  und  a  -\-  2l\  eine  Stelle  a^,  so  daß 

(p(a,)  =/X«i  +  ^-i) -/■(«.)  =  ^> 
ist. 

Im    zweiten   Falle   gibt  es    auch   ein   solches   a^,    nämlich 

«1  =  a  4-  l\  . 

Aus 

f{a+h)=f{a) 

haben  wir  also  gefolgert 

Ebenso  läßt  sich   aber  aus  der  letzten  Gleichung  folgern 

fi^i  +  h)  =  /"(«s)     (^\'  =  3  'm  '  "i  <  ^'2  <  «1  +  -^2) 
und  hieraus 

/■(«3  +  ^'3)  =  /"(«s )     (^"s  =  Y^2 .  rt,  <  ^3  <  «ä  +  -  ^'3) 
usw.  in  infinitum. 


Mittelwertsatz.  7 1 


Offenbar  ist 

a^,  a.^,  a^,  .. .  eine  aufsteigende 
und 

^1  +  ^17  «2+ ^•■2?  «3  +  ^^'37  •••  eiiie  absteigende 

Folge.      Beide    sind    beschränkt    und    daher    konvergent.      Sie 
streben  ferner  wegen 

lim(a„  +  Z-J  -  lima„  =  lim/.-„  =  üm-^^  =  0 

beide  demselben  Grenzwert  c  zu,  und  man  hat 
«.<c  <«„+/.•„. 
Da  f'(c)  existiert,  so  ist 

und 

Die  Zähler  der  beiden  Differenzenquotienteu  sind  gleich. 
Von  den  Nennern  ist  der  eine  positiv,  der  andere  negativ. 
Von  den  beiden  Quotienten  ist  also,  wenn  sie  nicht  null 
sind,  der  eine  positiv,  der  andere  negativ. 

Hat  aber  eine  Folge  einen  positiven  (negativen)  Grenz- 
wert, so  sind  fast  alle  Glieder  der  Folge  positiv  (negativ). 
Es  muß  daher 

nc)  ^  0 

sein. 

§  67.  Der  Mittelwertsatz.  f{x)  sei  weder  bei  a 
noch  bei  h  unstetig '1  und  habe  zwischen  a  und  h 
überall  eine  Ableitung.  Dann  gibt  es  zwischen  a  und 
h  eine  Stelle  c  derart,  daß 

m—fja)  _  -,.  \ 
b-a      -/W 
ist. 

Betrachten  wir  die  Funktion 

<p{x)=f{x)  -\-  Ix, 
so  läßt  sich  die  Konstante  A  so  bestimmen,  daß 


1)  Vgl.  die  Fußnote  in  §  66. 
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(p(a)  =  (f(h) 
wird.     In  der  Tat  ist 

f{d)  +  Xa  =  fth)  +  /16 

gleichbedeutend  mit 

^_       m-fja) 
b  —  a 

Nachdem  X  in  dieser  Weise  bestimmt  ist,  können  wir  auf 
q)(x)  das  Theorem  von  Ixolle  anwenden.  (p{x)  erfüllt  nämlich 
alle  dort  aufgeführten  Bedingungen:  cp{x)  ist  weder  bei  a 
noch  bei  h  unstetig  (weil  dies  von  f(x)  und  Xx  gilt);  (p{x) 
hat  ferner  zwischen  a  und  h  überall  eine  Ableitung,  nämlich 
fXx)  +  X,  und  es  ist  endlich  g?(a)  =  q)(h).  Das  Theorem  von 
Rolle  lehrt  nun,  daß  es  zwischen  a  und  h  eine  Stelle  c  gibt 
derart,  daß  q)\c)  =  0  ist,  also 

/■'(.)  + A-O,     d.h.     M^f)  =  /-(,). 

Folgerung.  Hat  die  Funktion  f(x)  in  einem  In- 
tervall überall  die  Ableitung  Null,  so  ist  sie  daselbst 
eine  Konstante.  Sind  nämlich  a  und  h  irgend  zwei  Werte 
aus  dem  genannten  Intervall,  so  hat  man  nach  dem  Mittel- 
wertsatz 

/•(&)-/■(«)  =  (6  -  a)/"(c)  =0, 

weil  f'{c)  =  0 .     Es  ist  also  immer 

§  68.  Geometrische  Interpretation  des  Mittelwert- 
satzes.    Zeichnen  wir  die  Bildkurve  von  /(.'),  so  ist  f\c)  die 

Richtungskoustaute  der  Tangeute  im 
Punkte  (c,  fic)).     Dagegen  ist 

die  Riohtungskonstante  der  Sekante, 
die  die  beiden  Kurvenpunkte  (a,/*(a)) 
und  (6,  f{b))  verbindet.  Der  Mittel- 
wertsatz besagt,  (laß  Tangente  und 
Sekante  unter  den  dort  angegebenen  Bedingungen  parallel  sind. 


Andere  Schreibweise  des  Mittelwertsatzes.  73 


Wenn  die  Funktion  f{x)  durch  folgende  Festsetzungen 
definiert  ist 

f{x)  =  0     für     a  ^x  <Cü,     f(h)^l, 

so  hat  sie  zwischen  a  und  h  überall  die  Ableitung  Null.    Da- 
gegen ist 

m-f{a)  _  _1_ . 
b —  a  b  —  ffl 

Daß  hier  der  Mittelwertsatz  nicht 
gilt,  beruht  auf  der  Unstetigkeit 
an  der  Stelle  h. 

Fig.    7    zeigt    uns    eine   Funk- 
tion,    die    auch    nicht    den    Mittel- 
wertsatz    erfüllt,     und    zwar    deshalb,    weil     an     der    Stelle 
~(a  -^  h)  die  Ableitung  nicht  existiert. 

§  69.   Andere  Schreibweise    des  Mittelwertsatzes. 

Setzt  man 

a  =  X     und     h  =  x  -\-  h , 
oder 

h  =  X     und     a  =  a;  -f  /i , 

so  läßt  .sich  c,  da  es  zwischen  x  und  x  -f  h  liegt,  in  der  Form 

c  =  X  i-  ^h     (0  <  -^  <  1) 
schreiben.     Die  Formel  des  Mittelwertsatzes  lautet  dann  ^) 
(t±R:zM  ^  f'(^^  ^  ;^ky     (0<^<1) 

Die  Formel  gilt,  sobald  f(x)  bei  x  und  bei  x  -{-  h  stetig 
ist  und  zwischen  x  und  x  -{-  Ji  überall  eine  Ableitung  hat. 
Sie  lehrt,  daß  der  Differenzenquotient 

f{x-}-h)-f{x) 
h 

zu  den  Werten  gehört,  die  die  Ableitung  f\x)  zwischen 
X  und  X -\- h  annimmt. 


1)  Man  könnte  sie  auch  so  schreiben: 

Die   rechte  Seite  bedeutet,  daß   nach   Bildung  von  df{x)   das  x  durch 
X  -\-  ^h  ersetzt  werden  soll. 


74  Der  verallgemeinerte  Mittelwertsatz. 

§  70.  Der  verallgemeinerte  Mittelwertsatz.  g(x) 
sei  ebenso  wie  f(x)  weder  bei  a  noch  bei  h  unstetig  und  habe 
wie  f(x)  zwischen  a  und  h  überall  eine  Ableitung.  Es  sei 
aber  nirgends  g\x)  =  0. 

Wir  können  dann  A  so  wählen,  daß  die  Funktion 

der  Bedingung 

(p(a)  =  (p(h) 

ofenüfft.     Diese  Bedingung  ist  nämlich  erfüllt,  wenn  wir 

g{b)  —  g{a) 
setzen.-^) 

Durch   Anwendung    des  Theorems    von    Rolle    auf   (p{x) 

erhalten  wir: 

g{b)  —  g{a).     g{c)      ^    ^  ^ 

Setzen  wir 

a  =  X,  h  =  X  +  //     oder     h  =  x ,  a  =  x  -r  li , 
so  lautet  diese  Formel 


oder  auch 


g{x-\-h)  —  g  {x)       g\x  -f  9h) 
^g{x)       \dg{x)]  ^+,,/.      >  ^ 


§  71.  Höhere  Ableitungen  und  Differentiale.  Hat 
f'{x)  an  der  Stelle  x  eine  Ableitung,  so  nennt  man  sie  die 
zweite  Ableitung  von  f{x)  und  bezeichnet  sie  mit  f"{x).  Hat 
f"{x)  an  der  Stelle  x  eine  Ableitung,  so  nennt  man  sie  die 
dritte  Ableitung  von  f{x)  und  bezeichnet  sie  mit  f"'(x)  usw. 
Es  ist  also 


1)    Wir  dürfen  durch  gib)  —  g{a)   dividieren,  weil  g{b)  —  <7(a)^0 
ist.     Dies  folgt  aus  dem  Mittelwertsatz,  nach  welchem 

gib)  —  g{a)  =  {b  —  a)g'{n  ^  0 

ist,  weil  g'ix)  in  (a,  b)  nirgends  null  sein  soll. 


Höhere  Differentiale.  75 


df{x)  =  t"{x)dx, 
df\x)=f"{x)dx, 
df"{x)  =  f"'{x)dx , 

Man  sieht,  daß  die  m-ie  Ableitung  der  n-ien  Ableitung 
von  fix)  die  [m  -\-  w)-te  Ableitung  von  fix)  ist. 

Nach    dem  Vorgange    von   Leibniz    betrachtet    man    das 

Differential  dx  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  als  eine 

Konstante.     Stellt  man   sich  auf  diesen   Standpunkt,   so   wird 

das  Differential  von  df{x) 

ddf(x)  =  df'(x)  ■  dx  =  f"(x)(dx)- 

und  das  Differential  hiervon 

dddf(x)  =  df"[x)  ■  [dxy  =  f"\x) [dxf 
usw. 

Man  schreibt  statt  ddf{x),  dddf(x),  .  .  . 
d't\x),  d'f(x),  ...') 
und  nennt  diese  Ausdrücke  das  zweite,  dritte,  ...  Differen- 
tial von  fix). 

Das  «-te  Differential  hängt  also  mit  der  w-ten  Ableitung 
durch  die  Formel  zusammen 

d^f[x)  =f^"\x)dx". 

Statt  {dxy  schreibt  man  kurz  dx'^.  Es  kann  dadurch 
kein  Mißverständnis  entstehen,  weil  das  Differential  von  x" 
immer  mit  dix")  bezeichnet  wird. 

Die  n-te  Ableitung  ist  auf  Grund  der  obigen  Formel  gleich 
dem  n-ten  Differential,  dividiert  durch  die  n-te  Potenz  von  dx: 

Im  Falle  w  =  1  bleibt  diese  Beziehung  erhalten,  wenn 
man  statt  x  eine  andre  unabhängige  Veränderliche  einführt. 
Im  Falle  w  >  1  ist  das,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  der  Fall. 

§  72.  Höhere  Differentiale  einer  zusammengesetzten 

Funktion.    Alle  Werte  von  u  =  f\x]  mögen  dem  Definitious- 


1)  Man  liest  diese  Symbole:  d  zwei  f(x\,  d  drei  fix),  . 
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bereich  von  F(i()  angehören,  so  daß  y  =  F{f(x))  in  dem  ganzen 
Definitiousbereieh  von  f(x]  einen  Sinn  hat. 

f{x)  habe  an  der  Stelle  x  und  F(ii)  an  der  Stelle  u  =  f{x) 
alle  Ableitungen,   die  in   den   folgenden   Formeln   vorkommen. 

Zunächst  ist  nach  §  64 

dy  =  F'{u)du . 

Daraus  ergibt  sich  (nach  der  Regel  für  die  Diöerentiation 
eines  Produkts) 

d^y  =  dF\u)  ■  du  +  F'(n)d-u 

oder,  da  nach  §  64 

dF'(u)  =  F'\u)du 
ist, 

dhj  =  F"(u)du^  +  F'{u)dhi . 

Weiter  findet  man 

d'^y  =  F"'{u)du^-{-  dF"(u)dud^u  +  F'{u)d^u 
usw.M 

Nur  die  erste  von  diesen  Formeln,  nämlich 
dy  =  F'(u)du,  sieht  so  aus,  als  wenn  u  die  unabhängige 
Veränderliche  wäre.  Es  gibt  aber  einen  speziellen  Fall, 
wo  sie  alle  dieses  Aussehen  haben. 

Ist  nämlich 

u  =  Xx  -f-  ^u     (A,  iu  Konstanten  und  /l  ^  0), 
so  wird 

du  =  Xdx ,  d'-ii  =  0 ,  d^u  =  0 ,  .  .  . , 


d"y  =  F^''Hu)du"     und     F^"hii)  =  f  ^ 


so  daß  man  allgemein 

hat. 

Im     allgemeinen    ist    aber    für    n>l    keineswegs 
F^"Hu)  gleich  d"y  dividiert  durch  du". 

§  73.  Beispiele,     n  sei  eine  positive  ganze  Zahl  und 

X" 


1)    Statt    du,   (l'u,   d'ii,   ...    sind    ibre  Werte   f''xdx,  f"(x)dx*, 
f"'{x)dx^,  . . .  einzusetzen. 


Beispiele.     Taylorscher  Satz.  77 

Dann  ist 

n  —  1  n  —  2 

y  ^  (n—l)l '  ^    "^  (w  —  2) !  '•••'^  ""IT'^     "^ 

Alle  höheren  Ableitungen  sind  null. 

Bei  jeder  ganzen  rationalen  Funktion  w-ten  Grades  ist 
die  n-te  Ableitung  eine  Konstante  und  alle  folgenden  Ab- 
leitungen null. 

Die  Funktion  e^  hat  die  Eigentümlichkeit,  daß  alle  ihre 
Ableitungen  gleich  e-*"  sind.  Die  n-te  Ableitung  von  a^  lautet 
<x-^(loga)". 

Wenn  y  =  loga;  ist  [X  >  0),  so  hat  man 

1  -1 

y  =  —  =  X     , 

f={-X)x-\ 
2/'"=(-l)(-2j:r-^ 


allgemein 

y(«)=  (_  l)(_  2)...(— w  +  Wx-''^  (—  l)"-i(w—  IV.ic-". 
Das  w-te  Differential  von 

logi  Aa'  -f-  u)     ix,  [i  Konstanten,  A  ^  0) 
lautet  (Vgl.  §  72 1 

d"log{kx  +  fi)  =  (—  lf-\n  —  l)!(Arr  +  ^)-"{?.dxy. 

§  74.  Der  Tayloi'sche  Lehrsatz.     F(x)  sei  eine  ganze 
rationale  Funktion  in —  l)-ten  Grades,  also 

F{x)  =  c^x^-'^  c^x"-^+  ...  +  c„_, . 

Dann  läßt  sich  F{x  +  //)  in  der  Form  schreiben 

F[x  +  h)  =  F,(x)  +  Ai^,  (x)  +  |->,a-)  +  . . .  +  ^^^i^„_,  (x) , 

wobei    Ff^{x),  F^{x),  F^ix),  ...    ganze    rationale    Funktionen 
sind,  die  wir  jetzt  bestimmen  wollen. 

Betrachten  wir  li  als  Veränderliche  und  x  als  Konstante, 
so  ergibt  sich  durch  Differentiation 
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F\x  +  h)  =  F,{x)  +  ^F,{x)  +  . . .  +  ^yF,.,{x), 


.«-3 


F'\x  +  h)  =  F,(^)  +  ...  +  (^,y,i^„_,(a;), 


F'^-\x  +  h)  =  F^_,{x). 

Setzt  man  überall  /i  =  0,  so  findet  man 
i^C:^)=i^„(4  F'(^)=F,(a;),  F"{x)=Flx),...,F'^-\x)=F^_,{x). 
Es  gilt  also  die  Formel 

F{x  +  A)  =  Fix)  +  /^i^X^)  +  J>"(:r)  +  . . .  +  ^^^^^^^-^x) 
oder,  wenn  wir  x  =  x^  und  a;  +  /^  =  a:^  setzen: 

F{x,)  =  Ff:r,)  +  ^^--^^F\x,)  +  ^^'^-^^-V"K)  +  . . . 

Dieses  Resultat  wollen  wir  jetzt  verallgemeinem. 
fix)    sei    in    dem   Intervall   <^x^,  x^  «-mal   differenzierbar. 
Dann  hat  die  Funktion 

^ix)  =  f{x,)  -  fix)  -  ^f'ix)  -  '^^f"ix)  -... 

_  ^«n^)!      f{n-l) (x) 

daselbst  überall  eine  Ableitung,  und  zwar  tindet  man 

Wenden   wir  auf  (f(x)  und  auf  die  Funktion 

tl;ix)  =  ix^  —  a)''     ii)  eine  positive  ganze  Zahl) 
den  verallgemeinerten  Mittel wertsatz  an/)  so  ergibt  sich 

^,2ll^{x,)  ^&     (^  zwischen  .. ,  und  x,) 
oder 


1)  Die  Bedingungen  des  Satzes  sind  alle  erfüllt. 


Taylorscher  Satz.  79 


fi^i) i^i       ^)        f{»)(^ 

c,  —  x^)P  (n  —  l)'.p  '      ^^^ 


fx. 
Da  ^  z-wischen  x\  und  X2  Hegt,  können  wir 

setzen,  wobei  0  <  ö-  <  1   ist.     Dann  wird 

^  (■■'•1)  =  -~S-i)7/""^'''(^^  +  ^^^-^  -  ^1))  • 

Es  gilt  also,  wenn  wir  für  x^^  wieder  x  und  für  x^  wieder 
X  +  /'  schreiben,  die  Formel 


fix  +  h)  =  fix)  +  ^fix)  +  "^f'ix)  +  . . .  +  j^f"-\x)  +  i?„, 
und  man  hat 

Die  obige  Formel  enthält  den  Tavlorschen  Lehrsatz 
und  heißt  die  Taylors  che  Formel.  Wir  haben  sie  unter 
der  Voraussetzung  bewiesen,  daß  fix)  in  dem  Intervall  (x,  x-\-  h/ 
w-mal  differenzierbar  ist. 

Setzt  man  in  R^ 

p  =  1     oder    2)  ==  n , 
so  ergibt  sich 

Der  erste  Ausdruck  heißt  die  Cauchysche,  der  zweite  die 
Lagrangesche  Restform. 

Die  Taylorsche  Fonnel  läßt  sich  noch  kürzer  schreiben, 
wenn  man  fix)  =  y  setzt  und  benutzt,  daß 

dy  =  /•'  x)h,  cPy  =  f"ix)¥,  .  .  .,  d"y  =  f^")ix)h% 

ferner 

z/7/  =  fix  +  li)  -  fix) 

ist.     Dann  lautet  sie  nämlich: 

-^'^  -  1!   +  Tl-  +  •  •  •  +  (n- 1)1  +  ^n, 
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und  man  hat 

Das  Symbol 

bedeutet,   daß  nach  Bildung  von  d"y  für  x  der  Wert  x  +  ^)i 
einzusetzen  ist. 


Kapitel  VII. 

Unendliche  Reihen. 

§  75.  Konvergente  und  divergente  Reihen,  n^^,  ii.-,, 
u.^,  ...  sei  eine  Zahlenfolge  und 

Sn  =  Wj  +  Wo  +  •  •  •  +  "« 

die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder. 

Es  kann  sein,  daß  die  Folge  Si,So,s.^,  ...  konvergent  ist, 
daß  also  s„  einem  Grenzwert  s  zustrebt.  Dieses  Faktum  drückt 
man  durch  die  Formel  aus: 

S  =  ?<i  +  t<2  +  «3  +  .  .  .  , 

die  also  nichts  weiter  ist  als  eine  andre  Schreibweise  der  Be- 
ziehung 

lim  (»1  +  Uo+  ...  +  i(J  =  s . 

Man  sagt,  daß  die  unendliche  Keihe  </j -|- "2  +  ^'3  +  •  •  • 
konvergent  ist  (oder  konvergiert)  und  die  Summe  s  hat. 

Wenn  die  Folge  Si,So,s^,  ...  nicht  konvergiert,  wenn  also 
lims„  nicht  existiert,  so  sagt  man,  daß  die  unendliche 
Reihe    w,  +  «o  +  ^3  +  •  •  •    divergent    ist    (oder   divergiert). 

s„  heißt  die  w-te  Partialsumm*'  der  unendlichen  Reihe 
Ml  +  J/g  +  ";j  +  •  •  • 

§  76.   Einfachste  Sätze   über   konvergente   Reihen. 

Aus  der  Dftinitiuu  in  ^  7.")  cigeljen  sich  unniittoUiar  folgeudt.* 
Sätze: 
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1.  Wenn  ^f^  +  ?<o  +  «3  +  •  •  •  konvergent  ist,  so  ist  auch 
«',.  +  w,a.i+  M,.  +  2  +  •••  konvergent  und  umgekehrt,  j/  l)edeutet 
irgend  eine  der  Zahlen  2,3,...^) 

2.  Wenn  ii^  -\-  h,  4-^/3+...  konvergent  ist,  so  ist  auch 

konvergent,  und  beide  Reihen  haben  dieselbe  Summe. 

Die  Partialsummen  der  zweiten  Reihe  bilden  nämlich  eine 
Teilfolge  von  S] ,  Sg;  ^s?  •  •  • 

3.  Wenn 

s  =  u^  +  H2  -^  u.^-^  ..., 

so  ist 

ns  =  oi(^-{-  a  H2  +  au.^  -\r  . . . 

4.  Wenn  2f^  -^  u.^ -\-  ii.^ -\-  . . .  konvergent  ist,  so  ist 

limH,j=  0 . 
Aus 

lims„=  s     und     lira5„_^  =  s 
folgt  nämlich 

lim(s„-s„_J  =  lim?^„=0. 

Die  Bedingung  limM„=  0  ist  übrigens  für  die  Konvergenz 
der  Reihe  u■^^  +  Mg  -|-  %  +  •  •  •  zwar  notwendig,  aber  nicht  hin- 
reichend.    Das  zeigt  das  Beispiel 

wo 

1.1,  I        1      ^  1  / 

y2  Yn  Yn  ^ 

ist,  also  lims„  nicht  existiert,"^)  während  doch 

lim^r,  =  lim         =  0 

ist. 

5.  Es  sei 

.S-  =  U^  +  ?<2  -\-  U.^+  ...,       t  ^  l\  +  V2  +  Vs+  ... 

Dann  ist 

5  +  ^  =  «1  +  i'i  +  l<2  +  ^2  +  «a  +  V3  +  •  •  • 


1)  Man  nennt?/,, -j-  «,,_,_  1+  «, +2+  •••  einen  Rest  von  u^-\-  «»-j-  Mj-]-  ••- 

2)  Die  Folge  s, ,  .s^ ,  .s,, ,  .  .  .  ist  nicht  beschränkt. 

Kowalewski,  Differential-  und  Integral-Bechnung.  6 
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lu  der  Tat  lautet  die  (2w)-te  Partialsumme  der  letzten 
Reihe  5„  +  ^„,  die  (2w— l)-te  s„  +  ^„  — v„.  Beide  konvergieren 
aber  nach  s  -\-  t. 

Ebenso  ist 

S  —  t  =  tl^  —  t\  +   U.2  —  V.2  +  t<3  —  l"3  +  .  .  . 

Nacli  Nr.  3  bat  man  nämlicb 

—  t=  —  >\—V2  —  Vs—... 

§  77.  Beispiele.     1.  Die  geometrische  Reihe 

a  +  aq  +  aq'+  ...  («  ^  0) 

ist  für  l^l^l  nicht  konvergent,  weil  die  Bedingung  lim?(,j  =  0 
nicht  erfüllt  ist.     Man  hat  nämlich 

Es    bleibt    nur    noch    der    Fall    l^j  <  1    zu    untersuchen. 

Nun  ist 

s„  =  «  -f  aq  +  aq''  +  ...  +  aq"-\ 

Sn<l  =  rt^  +  «r/  +  . . .  +  aq"-'^  +  aq", 

also 

s„(l-3)  =  a(l-3''), 
d.  h. 

_  a(l  —  g")  _      a  aq" 

^»  ""      l^q'  ~  1  —  q  ~  ^T— "g  ' 

Da  lim2"=0  ist/)  so  hat  man 

,.  a 

lim5„=  , 

1  —  q 

oder 

Die  geometrische  Reihe 

(i  +  nq  -\-  aq-  +  . . .  («^  ^^) 

ist  also  dann  und  nur  dann  konvergent,  wenn  \q  <1  ist. 

1)  Im  Falle  q  =  0  ist  das  selbstverstitndlicb.  Im  Falle  |gi>0 
setze  man  l:\q  =l-j-A.  Dann  ist  wegen  q  <il  die  Zahl  h  positiv 
Somit  wird  (nach  §  .S6) 

,  5  "  =  1  :  (1  -|-  hl"  <  1  :  (^1  +  nh)  . 
Daraus  folgt  aber  lim«/"  =  0. 


Alternierende  Reihen.     Reihen  mit  positiven  Gliedern.  83 

2.  Eine  Reihe,  deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind,  heißt  eine  alternierende  Reihe.  Eine  solche 
Reihe  hat  die  Form 

«1  —  ('2+  a.  —  a^-\-  ..., 
wo  die  a  alle  positiv  sind. 

Schon  Leibniz  hat  über  die  alternierenden  Reihen  fol- 
gendes wichtige  Theorem  aufgestellt: 

Wenn    f/,^    absteigend    nach    Null    konvergiert,    ist 
die  Reihe  «j  —  a^  -j-f's —  ••• 
konvergent.  -^^^       i,    s,      s,  ^ 

Sucht    man     auf     der 

Fig.  8. 

Zahlenlinie    die   Punkte  s^, 

$2,s^,...   auf,  so  ergibt  sich,    daß   sie   so  liegen,  wie  Fig.  8  es 

andeutet. 

^1,8^,8^,...  ist  eine  absteigende,  82,8^,8^,...  eine  auf- 
steigende Folge.  Beide  sind  offenbar  beschränkt  und  daher 
konvergent.     Überdies  ist 

lim(S2„_i-  ^oj  =  lira«,„=  0, 
also 

lims2,,_i=  lim52„ . 

§  78.  Reihen  mit  positiven  Gliedern.')  Wenn  alle 
Glieder  einer  unendlichen  Reihe  positiv  sind,  so  bilden  die 
Partialsummen  eine  aufsteigende  Folge. 

Sobald  man  sich  überzeugt  hat,  daß  s,,  beständig 
kleiner  bleibt  als  eine  feste  Zahl  g,  ist  die  Konver- 
genz der  Reihe  gesichert.  Denn  die  Folge  8^,82,8.^,... 
ist  dann  konvergent  (§  16). 

Hat  man  zwei  Reihen 

?<!  -f  ;<o  -f  1^3  +  . . .     und     Vj  +  v,  -f  i'a  +  •  •  • , 
mit  lauter  positiven  Gliedern,  und  ist 

u„^v^,  (n  =  1,2,3,...} 

so    folgt    aus    der   Konvergenz    der    zweiten    Reihe    die 
der  ersten. 


1)  Die  §§  78,  80  und  82  bleiben  gültig,  wenn  man  nur  fordert,  ilaß 
die  Glieder  der  Reihen  nicht  negativ  sind. 

G* 
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Wenn  alscf  die  erste  Reihe  divergent  ist,  so  gilt  dasselbe 
von  der  zweiten   Reihe. 

§  79.  Kriterium  u„  +  i/u„.     Eine  unendliche  Reihe 

?<j     +     U.^    +     ^fg    +      .    .    . 

mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  konvergent,  wenn 
es  eine  Zahl  g  gibt,  die  kleiner  als  1  ist  und  fast  alle 
Glieder  der  Folge 

«2       Mg       «4  ^ 

übertrifft. 

Wenn  die  Glieder  dieser  Folge  fast  alle  größer 
oder  gleich  1  sind,  so  ist  die  Reihe  divergent,  und  es 
ist  nicht  einmal  limw^=0. 

Im  ersten  Falle  bestehen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Ausnahmen  die  Ungleichungen 

""+^<3.  (»  =  1,2,3,...) 

Ist  V  —  1  der  größte  unter  den  Ausnahmeindizes,  so 
haben  wir 


also 

Aus  der  Konvergenz  der  Reihe  «,  +  3^*,  +  3*«,  +  •••  ^^Igt 
auf  Grund  der  Bemerkung  in  §  TS  die  Konvergenz  der  Reihe 
w,.+  w,.^i  +  «,,^2+  •  •  •  ^^^  hieraus  die  der  Reihe  n^i-  i(^-\-  u^-\- . . . 

Im  zweiten  Falle  ist  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Ausnahmen 


•n+l 


^1.  v»  =  1,2,3,...) 


Ist    I'  —  1     der    gr(">ßte    unter    den    Ausnahmeindizes,    so 
liahen   wir 

",+1  >  ",7  "..+Äk",+M  •••7 
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folglich 

">+l^   "r.     '',+2^^<..;     ■■■, 

SO  daß  nicht  einmal  lim  h^  =  0  ist. 

Hat  i(,^_^_lll„  einen  Grenzwert  /,  so  ist  die  Reihe  im  Falle 
/  <  1  konvergent,  im  Falle  l  >  1  divergent.  Wählt  man 
nämlich  im  ersten  Falle  eine  Zahl  (j  zwischen  l  nnd  1,  so  sind 
fast  alle  ^(„^i/ii,,  kleiner  als  q.  Im  zweiten  Falle  sind  fast  alle 
<(,  j-i/"«  größer  als   1. 

§  80.  Kriterium  Vu,,-     Eine  unendliche  Reihe 

u^  -1-^2+^/3+... 
mit    lauter    positiven    Gliedern    ist    konvergent,    wenn 
es  eine  Zahl  q  gibt,  die  kleiner  als   1   ist  und  fast  alle 
Glieder  der  Folge 

ü  b  e  r  t  r  i  f  f  t. 

Wenn  unendlich  viele  Glieder  dieser  Folge  größer 
oder  gleich  1  sind,  so  ist  die  Reihe  divergent,  und  es 
ist  nicht  einmal  lim;^   =0. 

n 

Im  ersten  Falle  hat  man  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Ausnahmen 

1  '^7,  <  q  ,    also    K,^  <  q"  .        (w  =  1 ,  2,  3,  . . .) 

Ist  V  —  l  der  größte  unter  den  Ausnahmeindizes,  so  wird 

Aus  der  Konvergenz  von  ^j^' +  5' ^^  +  g' +  -+ . . .  folgt  die 
der  Reihe  u^.-\-  /(^  +  i  +  n^^^  +  •  •  •  und  der  Reihe  u^  +  «^  +  M3+  . . . 

Im  zweiten  Falle  haben  unendlich  viele  n  die  Eigen- 
Schaft 

80  daß  nicht  einmal  lim  u  =  0  ist. 

Hat  y»,,  emen  Grenzwert  l,  so  ist  die  Reihe  im  Falle 
/<  1  konvergent,  im  Falle  Z>  1  divergent.  Wählt  man 
nämlich  im  ersten  FaUe  eine  Zahl  q  zwischen  /  und  1,  so  sind 
fast  aUe  y^^  kleiner  als  q.  Im  zweiten  Falle  sind  fast  alle 
F«„  größer  als  1. 


86  Verhältnis  der  beiden  Kriterien. 

§  81.    Verhältnis  der  beiden  Kriterien  zueinander. 

Nehmen  wir  an,  daß  fast  alle  u„  +  ii(„  kleiner  als  q  sind  i  0  <  5 
<  1).     Dann  hat  man  bei  geeigneter  Wahl  von  v 


mithin 
Da 


—  1- 

lim  \u^  q     "7=5 


ist,  so  werden,  wenn  g  <  'Z  <  1  ist,  fast  alle  u'^'  q  "  kleiner 
als  q  sein,  also  auch  fast  alle  "|/?«„  kleiner  als  q. 

Wenn  sieh  also  mittels  des  Kriteriums  m„.^i/m„  die  Kon 
vergenz  konstatieren  läßt,  leistet  das  Kriterium  yii^  genau 
dasselbe. 

Es    gibt   aber  Reihen,  deren  Konvergenz  sich  mittels  des 

Kriteriums  y^  konstatieren  läßt,  dagegen  nicht  mittels  des 
Kriteriums  «„  +  1/"«-  ^'  ^^^  ^  seien  zwei  positive  Zahlen  und 
a  <  h.  Wir  wählen  c  so,  daß  a  <c  <h  ist  und  setzen  c/h 
—  q.     Dann  ist  q  <  1.     Bilden  wir  nun  die  Reihe 

a  -\-hq  -i-aq^  +  hq''  -\ , 

so  ist 

Daraus  ergibt  sich: 

lim  l^?f„  =  q  . 


Dagegen  ist 


und 


J*2n_  ^  !L2  =  iL  >  1 


Das  Kriterium    «„,/"„    läßt    hier    also    nicht    die   Konvergenz 
der  Reihe  erkennen. 


§  82.     Umordnung   der    Glieder.      ?/i  -f  "2  -h  "3  +  '    * 
sei    eine    k(mvergtutt*    Reihe    mit    lauter    positiven    Gliedern. 
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^'i  -r  i'-i  +  ^'3  +  •  ■  •  sei  eine  Reihe,  die  aus  der  ersten  durch 
eine  gewisse  Umordnung  der  Glieder  entstanden  ist^). 

Die  erste  Reihe  habe  die  Summe  s.  Wir  -wollen  beweisen, 
daß  die  zweite  Reihe  konvergent  ist  und  ebenfalls  die 
Summe  .s  hat. 

Zu  jeder  Partialsumme  (?„  von  i\  +  r^  -{-  t'g  +  •  •  •  giht  es 
eine  größere  s,,,  in  u^  +  11.2  +  H3  +  •  ■  ■  ■  Man  braucht  nur  zw 
sorgen,  daß  in  s„,  die  Glieder  v^,  v^,  .  .  .,  v^  vorkommen  und 
außerdem  noch  andere.  Dann  ist  sicher  *„->  <?„,  folglich  auch 
^  >  ö,, .  Die  Reihe  i\  -\-  v.2  -\-  v^  -{-  ■  ■  ■  ist  also  konvergent, 
weil  alle  ihre  Partialsummen  kleiner  als  s  sind,  und  aus 

S  >  6,^       folgt      S^(3, 

wenn  wir  mit  6  die  Summe  dieser  Reihe  bezeichnen. 

Da  jetzt  die  beiden  Reihen  ihre  Rollen  vertauschen  dürfen, 
so  ist  auch  ß  ^  s,  folglich  s  =  6. 

Wir  haben  also  den  folgenden  Satz  gewonnen: 
Wenn  man  in  einer  konvergenten  Reihe  mit  posi- 
tiven    Gliedern     die     Glieder     beliebig    umordnet,    so 
bleibt  sie  konvergent  und  behält  dieselbe  Summe. 

§  83.  Absolut  konvergente  Reihen.  Man  überzeugt 
sich  leicht,  daß  die  Konvergenz  der  Reihe 

"l  I   +      M2      +   i  t<3      -\ 

die  Konvergenz  der  Reihe 

M.^  +  U.,  +  1/3  -f  •  •  • 

nach  sich  zieht.     In  der  Tat  ist 

Q^,ila_H!«^l  und     0^'**^^=^^   M„   . 

Also  sind  die  Reihen 

und 


lt\  -f  W-2  +  «-3    +  •  •  •  (?'•„  =  '^"2^ 


1)  D.  h.  jede  Zahl  soll  gleich  oft   in  beiden  Reihen  als  Glied  vor- 
kommen. 
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konvergent,  folglicli  auch  (vgl.  §  76) 

V^  —  ('Vi  -\-  ^2  —  W2  -{-  V.^  —  iV.j  -\-  •  •  ■ 

und 

(^1     —     ll\)    +     (v.->    —    IC.,)    +     (>3    —     M'g  )    +     •     •    •  , 

d.  h. 

«1   +   ^^2   +  Us-\ . 

Man    nennt    u^  +  U2  -\-  u.^  -{-  ■  ■  ■     absolut    konver<j;ent^ 

wenn  |  ««i    +  I  %    +  1  «(3 1  +  •  •  •  konvergent  ist. 

§  84.     Umordnung'    der    Glieder   in    einer    absolut 

konvergenten  Reihe.  Eine  absolut  konvergente  Heihe  kann 
man,  Avie  wir  eben  sahen,  immer  als  Differenz  zweier  kon- 
vergenter Reihen  mit  nicht  negativen  Gliedern  darstellen. 
Eine  Umordnung  der  Glieder  von  u^  -{- 11.2  -\-  u^  -\-  •  ■  ■  läßt  sich 
jetzt  dadurch  erreichen,  daß  mau  die  entsprechende  Umordnung 

in  den  Reihen  i\  +  ^^'2  +  ''3  +  "  '  ^^^^  ^^'1  +  ^^'2  +  ^^'3  +  '  "  "  ^"•^^■" 
nimmt.  Dabei  behalten  diese  Reihen  ihre  Konvergenz  und 
ihre  Summen.  Dasselbe  gilt  mithin  von  der  Reihe  /^,  -j-  «2 
■f  W3  -f  •  ■•,  und  wir  haben  damit  folgenden  Satz   bewiesen: 

Wenn  man  in  einer  absolut  konvergenten  Reihe 
die  Glieder  beliebig  umordnet,  so  bleibt  sie  konver- 
gent und  behcält  dieselbe  Summe. 

V?    85.     Produkt    aus    zwei    absolut    konvergenten 

Reihen.  Nehmen  wir  zunächst  zwei  konvergente  iveilien  mit 
nicht  negativen  Gliedern: 

"1  -\-  «2  -\-  f'-i  +  ■  ■  ■      und      h^  +  />o  +  ^3  +  •  •  •  • 

Die  w-te  Partialsumme  der  ersten  heiße  A^^,  die  der  zweiten  B^. 
Die  Summe  der  ersten  Reihe  sei   A,  die  der  zweiten   7?. 
Betrachten  wir  die  Reihe 

llire  Glieder  sind  die  Produkte,  die  sich  aus  einem  Glied  der 
ersten  und  einem  (ilied  der  zweiten  Reihe  bilden  lassen.  Diese 
Produkte  sind  in  der  \N'eist'  geordnet,  daß  die  Summe  der  In- 
dizes der  Faktoren  zuerst  '2,  dann  H,  dann  4  ist  usw.  Die 
Produkte  mit  der  Indizessumme  n  -{-  1,  also 
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stehen  in  der  Reihe  so  wie  hier^  d.  h.  so,  daß  der  Index  von 
a  zunimmt. 

Nehmen  wir  irgend  eine  Partialsumme  S^  von  a^&^  +  «1&2 
+  a.2^1  +  ■  ■  ■>  so  läßt  sich  jtt  so  wählen,  daß 

ist.     Wenn  ^  groß    genug   ist,    kommen  nämlich  in  dem  aus- 
gerechneten Produkt  ^„i?„  alle  Glieder  von  S^  vor  und  außer- 
dem noch  andere  nicht  negative  Glieder. 
Da  nun 

A^^^A     und     B,,^B, 
so  folgt 

S,^£AB. 

Die  Partialsummen  der  Reihe  a^h^  -\-  a^h^  -\-  a^h^  +  •■  •  sind 
also  alle  kleiner  oder  gleich  A  B. ,  Daraus  ist  zu  schließen, 
daß  diese  Reihe  konvergent  ist  und  daß  ihre  Summe  S  der 
Ungleichung 

S£AB 
genügt. 

Nehmen  wir  andererseits  das  Produkt  A^^B^,  so  läßt  sich 
V  so  wählen,  daß 

ist.     Man    braucht   nur  zu  sorgen,    daß  in  S^,  alle  Glieder  des 
ausgerechneten  Produktes  A^B^^  vorkommen. 
Da  nun  >S',,  ^  >S',  so  folgt 


mithin  auch 
Wir  haben  somit 


AB£S. 
AB  =  S. 


Jetzt  seien 

Ui  +  H2  +  Hg  -f  •  •  •     und      i\  -r  1^2  +  ^3  +  •  •  • 

zwei  absolut  konvergente  Reihen  mit  den  Summen  s  und  f. 
Wir  wissen,  daß  jede  solche   Reihe  sich  als  Differenz  von 
zwei    konvergenten    Reihen    mit    nicht  negativen  Gliedern  dar- 
stellen läßt. 
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u^  -[-  «2  +  "3  +  ■  ■  ■  sei  die  Differenz  der  Reihen 
ttj  -j-  «2  +  «3  +  •  •  •     und     &i  +  ^^2  +  ^3  +  ■  ■  ■ 
mit    den    Summen    Ä  und  IJ,    also   ?<,,  =  a„  —  h^^,  s  =  Ä  —  B. 
i\  +  ^2  +  ^'3  +  •  •  ■  sei  die  Differenz  der  Reihen 

q  +  «"2  +  <^'3  +  ■  •  •     U"t^     f^i  +  ^2  +  ^3  +  ■  ■  ■ 
mit    den   Summen    C  und  D,    also    r„  =  c,,  —  r/„,  yl  =  C —  Z). 
Nach  dem  Obigen  hat  man 

^  C  =  «1  r,  +  «1  f,  +  a.,  (\  +  ■  ■  ■ , 
AD  =  a^d^  +  rt^f?2  +  ^'2^/1  +  •  •  ■ , 
BC  =  \c,  +\c,  ^\c^  4-  ■••, 
BD  =  \d,  +  h,ch-^h,d,  +  ■■■, 
"folglich  (vgl.  §  76) 

weil 

a(\  —  «j  f?i  —  ft^fj  +  h^d^  =  («1  —  &i)  [Ci  —  d^)  =  M^fi 

ist  usw. 

Die  Reihe  u^i\  -j-  H^Vg  +  ^2^1  +  •  '  '  ist  nicht  nur  kon- 
vergent, sondern  auch  absolut  konvergent.  Das  allgemeine 
Glied  in  der  konvergenten  Reihe,  die  man  für 

AC  +  AD  -^  BC  +  BD 

erhält,  d.  h. 

ist  nämlich  sicher  nicht  kleiner  als  der  Betrag  von  u^i\,  weil 
M,  \£a.  +  h. ,         \v,   £  c,  +  d^ . 

Man  darf  daher  in  der  Reihe  11  ^i\  -f  k^v»  -f-  m^^'i  +  •  •  '^ie 
Glieder  beliebif;  umordnen,  ohne  daß  sie  aufhört  zu  konver- 
gieren  und   die  Summe  st  zu  haben. 

Wir  haben  also  folgenden   Satz: 

«1  +  "2  +  "3  +  •  •  ■     und     i\  4-  i'o  +  »"s  +  •  •  • 
seien  absolut  konvergent,    s  sei  die  Summe  der  ersten, 
/    die    Summe    der    zweiten    Reihe.       Bildet    man    eine 
Reihe,  deren  Glieder  die  Produkte 

u^v^  (/,/.  =  1,2.  3,...  I 
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sind/)    so  ist  diese  Reihe  absolut  konvergent  und  hat 
die  Summe  st.') 

§  S6.     Beispiel.     Wir  wissen,  daß  die  Reihe 

1+q  +  q-  +  ■■■ 

unter   der  Bedingung     g    <  1    absolut   konvergent  ist  und  die 
Summe  1  :  (1 — q)  hat,  so  daß 

2 


(i^)'-  '  1  +  ä  +  2=  +  •  ■  -1 1 1  +  5  +  f/  +  ■  ■  ■) . 


Die  Glieder  Ufi\.  lauten  hier 


1,  g,  Q-,  2^ 
q,  q\  q% 

q^, 


Es  ist  also 

(i  1  /=  1  +  22  +  3r'  +  4./  +  •  •  • .      (  g,  <  1) 

Multipliziert  man  diese  absolut  konvergente  Reihe  noch 
einmal  mit  \  -\-  q  -\-  c^  ■\-  •  -  ■ ,  so  ergibt  sich  eine  Reihe  für 
1  :  (1  —  fif  usw. 

§  87.  Poteuzreiheu.  Die  geometrische  Reihe  gehört 
zu  einer  wichtigen  Klasse  von  Reihen,  den  sogenannten  Po- 
tenzreihen. 

Eine  solche  Reihe  hat  folgende  Gestalt: 


1)  Jedes  dieser  Produkte  soll  einmal  und  nur  einmal  in  der  Reihe 
vorkommen  und  außerdem  soll  die  Reihe  kein  Glied  enthalten. 

2)  Wir  wollen  hier  folgende  Bemerkung  hinzufügen:  Wenn  w^ 
-\-  w^  -\-  u\,  +  •  •  ■  absolut  konvergent  ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  Reihe 
{ii\  "!-•••  +  »■„  )  +  (?<'„  j.  1  -j-  ■  ■  •  +  w',,  )  4"  ■  ■  ■  1  die  aus  der  ersten  durch 
Zusammentassen  benachbarter  Glieder  entsteht.  Wir  dürfen  also  auch 
in  der  Reihe  für  st  benachbarte  Glieder  zusammenfassen,  ohne  daß  sie 
aufhört  absolut  konvergent  zu  sein. 
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Die  Zahlen  a^,  a^,  a^,  ■  ■  ■  heißen  die  Koeffizienten  der  Potenz- 
reihe.    Bei  der  geometrischen  Keihe  sind  sie  alle  gleich. 

Wenn  eine  Potenzreihe  vorliegt  (d.  h.  ihre  Koeffizienten 
bekannt  sind),  so  kann  man  fragen: 

Für  welche  Werte  von  x  ist  die  Reihe  konvergent? 

Diese  Werte  bilden  den  Konvergenzbereich  der  Reihe. 

§  88.     Theorem    von    Cauchy-Hadamard.      Um    den 

Konvergenzbereich  der  Potenzreihe  a^  -\-  a^x  -\-  a^x'-  -}-  ■  •  ■  zu 
bestimmen,  bilden  wir  die  Folge 

eil    f      «2  !     J     I  ^3       >    •  •  •  ■ 

Es  gibt  dann  zwei  Möglichkeiten: 

1.  Die  Folge  ist  beschränkt. 

2.  Die  Folge  ist  nicht  beschränkt. 

Im  zweiten  Falle  ist  die  Potenzreihe  nur  für  x  =  0 
konvergent.  Wäre  sie  nämlich  für  a;  =  a:o(>  0)  konvergent^ 
so  müßte  jedenfalls 

lim  (rt,,^o")  =  ^ 

sein.  Nun  wird  aber  jede  Zahl  von  unendlich  vielen 
Gliedern  unserer  Folge  übertroff"en ^ ).  Unendlich  viele  a,^ 
erfüllen  daher  die  Ungleichung 

1 

also  auch  die  Ungleichung 

was  mit  lim  (a,,JCo"j  =  0  unvereinbar  ist. 

Im  ersten  Falle  sei  //  der  oberste  Hänfungswert 
der  Folge  i  vgl.  §  13). 

Wenn  //  =  0,  so  l)esitzt  die  Folge  nur  den  einen  Hänfungs- 
wert Null,  so  daß   man  hat  (vgl.  §   14 1 

1 

lim    ^,1 1"  =  0  . 

1)  Andernfalls  wäre  die  Folge  b( schränkt. 
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Unsere  Keihe  ist  dann  für  jeden  Wert  von  x  absolut  kon- 
vergent, und  man  nennt  sie  beständig  konvergent.  Wenn 
nämlich  x  irgend  eine  Zahl  ist^^^  so  hat  mau 

lim  y  a^^a;"    =    .^^  |  lim  y  a^^    =  0 . 

Nach    dem    Kriterium    in    §  80    ist    also  die  Reihe  \a^x 
■\-\a^x^    -\-\a^x^   +  ••  •  konvergent,  folglich  auch 

Wenn  ^  >  0,  so  ist  die  Potenzreihe  konvergent,  und 
zwar  absolut  konvergent,  sobald  x  <  ,  ,  divergent,  so- 
bald la-   >  ^• 

Wenn  |  a;  |  <  ist,  so  können  wir  ein  positives  b  so 
wählen,  daß 

1 
Nun  sind  fast  alle     a  "    kleiner  als  A  +  £.')    Also  ist  für  fast 
alle  Werte  des  Index  n 


<m^>  -"^-  iv"i<(^^f.)- 


+ 
Daraus  ersieht  man  aber,  daß  die  Reihe 

«0  -\-  a^x  -\-  a^x^  +  •    •     für      a;   <  , 
absolut  konvergent  ist. 


1 


Wenn  \x    >  -;-,  also 


<h 


ist,  so  bedenke  man,  daß  es  unendlich  viele  }«„  "  gibt,  die 
größer  als  —  sind.  Für  unendlich  viele  Werte  des  Index  n 
wird  daher 

Es  ist  also  nicht  einmal  lim  (a^x")  =  0. 

1)  Sonst  wäre  h  nicht  der  oberste  Häufungswert. 
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In  dem  Obigen  ist  folgende«  Theorem  enthalten: 
Wenn  der  oberste  Häufungswert  h  der  Folge 


"1  I  j        ^'l'      >       1^';!    '  ) 


o..  -,       a. 


existiert  und  größer  als  Null  ist,  so  ist  die  Potenz- 
reihe 

für     ja;    < -,-     absolut  konvergent, 

für     !  ä;  !  > -^     divergent. 

Wenn  h  existiert,  aber  gleich  Null  ist,  so  konvergiert 
die    Reihe    für  jeden   Wert    von   x,    und    zwar  absolut. 

Existiert  Ji  nicht,  so  konvergiert  die  Reihe  nur 
für  X  =  0. 

Man  sagt,  daß  die  Reihe  im  ersten  Falle  den  Kon- 
vergenzradius        und  das    Konvergenzintervall  {—  i  t 

r-j ,  im  zweiten  Falle  den  Konvergenzradius  cc^)  und  das 
Konvergenzintervall  (—  oo,  oo),  im  dritten  Falle  den  Kon- 
vergenzradius Null  hat. 

§  89.     Beispiele.     1.  Die  Reihe 

1 + fi + ^i + It + •  •  ■ 

ist  beständig  konvergent.     Es  ist  nämlich  für  .<  >  0 

^'+1=     -;-■  ^,     also     lim   ""-+^  =0. 

Die  Reihe  ist  also  nach  dem  Kriterium  ?<„  +  i/«„  absolut  kon- 
vergent. 

2.  Die  Reihe 

1  -f  I!.r  +  2!.r2  +  3!.c3  +  .  .. 

ist  für  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  von  x  divergent. 
Man  hat  nämlich 

"j'JlI  =  [n  i-l)x. 


1)  (X)  bedeutet  „Unendlich". 


Differentiation  der  Potenzreihen.  95. 

Fast  alle  Quotienten 

sind  also  größer  als  1,  und  es  ist  nicM  einmal  die  Bedingung 

lim  {n\  x")  =  0 
erfüllt,  die  für  die  Konvergenz  notwendis;  wäre. 
3.  Die  Reihe 

1  -\-  X  -{-  x^  +  ■  ■  ■ 

hat  den  Konvergenzradius  1.^) 

§  90.  DiSerentiation  der  Potenzreihen.  Eine  Potenz- 
reihe,  deren  Konvergenzradius  nicht  null  ist,  stellt  in  ihrem 
Konvergenzintervall ^)  eine  Funktion  dar.  Denn  jedem  ic- Wert 
in  diesem  Intervall  entspricht  ein  bestimmter  Wert  der  Summe 
unserer  Reihe. 

Wir  "wollen  nun  annehmen,  daß  die  Potenzreihe  a^  +  a^x 
-\-  a^x-  -\-  ■  ■  ■  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius 
hat,  und  zeigen,  daß  die  Funktion 

fix)  =  00  +  f'i'^  +  ^2-^'^  +  •  ■  -y 
in    dem    Konvergenzintervall    überall    eine    Ableitung 
besitzt. 

Wären  fast  alle  Koeffizienten  der  Potenzreihe  gleich  NuU^ 
wäre    also    f{X\    eine    ganze    rationale  Funktion,  so  hätte  man 
f{X)  =  «1  +  2a^x  +  3^3^'^  +  •  •  •  • 

Wir  vrerden  bevreisen,  daß  diese  Formel  immer  gilt. 
Zunächst  zeigen  wir  folgendes: 
Die  Potenzreihe 

a^  +  2a.2X  +  'da^x^  +  ■  ■  • 
hat  denselben  Konvergenzradius  wie 

ÜQ  -|-  «1  ^  +  «2  •^''  +  ■  ■  ■  ■  ^) 


1)  Die    Reihen    in   Nr.  1    und    2    haben    die    Konvergenzradien  oo 
bzw.  0. 

2)  Die  Grenzen  rechnen  wir  nicht  zu  dem  Intervall. 

3i  Man  kann   diesen   Satz  auch   so  beweisen,     a^ -\- ^a^x -\- 5a.^x^ 
-\-  ■  ■  ■  hat  denselben  Konvergenzradius  wie  aj  a;  -f-  2  a^  ;c^  -f  3  a^  a;'  -|-  •  •  • . 
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Ist  X  ein  beliebiger  Wert  aus  dem  KonvergenzintervalP ) 
Ton  «Q  +  a.Ä'  +  ao-f'  +  ■  ■  ■;  so  läßt  sich  ./q  in  diesem  Inter- 
vall so  wählen,  daß    x\<C    i^o     ^^^-     -^^ 

lim  I  «„.ro")  =  ö 

ist,  so  bilden  die  Zahlen  a^x^  eine  beschränkte  Folge,  also 
auch  die  Zahlen  a^x^~'^.  Es  läßt  sich  daher  G  so  wählen,  daß 
a,lle  a„A'o"~^  '^  •^^"^  Intervall  (—  G,  G\  liegen.  Nun  hat 
man  aber 

folglich 

Da  2  <  1,  so  ist  die  Reihe  1  +  2(/  +  3$-  +  •  •  •,  mithin  auch 
die  Reihe 

a^    +    2a.2a\  +    SagÄ-^;  -| , 

konvergent. 

Ist  .r  ein  beliebiger  Wert  aus  dem  Kouvergeiizintervall*) 
von  «j  +  202^"  -f  ^a^x-  +  •  •  •,  so  konvergiert 

aj -f  I  2rt,a:    +    Za^x"-    +•••, 
also  auch 

\a^x .  +    ^a^.^-   +  13^3^=^   H 

und 

'öTo    +  ^\^    +    «2-^^    H • 

Auch  die  Reihe 

2  •  la,  +  3  •  2a.^x  -\-  4  •  3a^a--  -h  •  •  • , 
die  aus 

üy  +  2(J2^  +  Srtg.r-  +  •  •  • 

in  derselbeu  Weise  entsteht,  wie  diese  aus  a^  ^  a^x  -\-  a^x'^  -\-  ■  ■  • 


Die  Cauchy-Hadamardsche  Folge  lautet  hier:    o,   ,  '2-   a, ;-,  3^  a,  *,..,. 
Jeder  Häufungswert  dieser   Folgp   ist  aber  ein  Häufungswert  der  Folge 

a,   ,  lOj;'-,    «3  ^,  •  •  .   und  unigekelirt.     Man  beweist  dies  leicht  mittels 

der  Bemerkung,   daß  jeder  Häufungswert  der  Grenzwert  einer  Teilfolge 

1 

ist,  wenn  man   gleichzeitig  beachtet,  daß  limM"  =  l  ist. 

1)  Wir  nelinien  an,  daß  der  Konvergenzradius  nicht  null  ist.     Die 
Grenzen  des  Konvergenzintervalls  werden  nicht  mitgerechnet. 
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(nämlich  durch  gliedweise  ausgeführte  Differentiatiouy.  hat  den- 
selben Konvergenzradius  wie  a^  -f  a^x  +  «ä-^"  +  '  "    • 
Das  Gleiche  gilt  von  der  Reihe 

3  •  2  •  Ir/g  +  4  •  3  •  2a^x  +  5  •  4  •  3r/,.r-  -\ 

usw. 

X  und  Xq  seien  wie  oben  zwei  Werte  aus  dem  Konvergenz- 
intervall von  «0  +  ('i^  -r  Oo-'-  -f  •  •  •  und  es  sei  .r  <  Xq\. 
Unter  h  wollen  wir  eine  nach  Null  konvergierende  Zahl  ver- 
stehen, die  aber  selbst  ungleich  Xull  ist.  und  annehmen,  daß 
\x  -\-  Ji    <C  Xq  ist.     Dann   hat  man 

fix  -\-h)-  gx)  _       (x-\-h)-x  (X -]- hV- -  x'- 

h  ~  ^1  h  ~^  "-^  h 

+  a,^^±">^-^'  +  .... 

Subtrahiert  man  hiervon 

(p{x)  =  a^  +  äa^a;  -f  "^n^x^  +  •  •  •  > 
so  kommt 

f[x  +  ^)  —  f{x)  ,  f  (X  +  Ä)*  —  X-  £.1 

^.  -  ¥^)  =  0^2  j  ^^ 2x\ 


Xach  dem  Mittelwertsatz  ist  nun 

=  w 


{x^hf-x^'  _^t»-i 


wobei  |,j  zwischen  x  und  x  -r  /<  liegt 
Es  wird  hiernach 


(x  4-  h)"  —  x"  „1 


iC   «  —  1   ^n—  V\ 


h 

Auf  Grund  des  Mittelwertsatzes  ist  aber  ferner 

1/-^  -  x"-^  =  rH„  -  x)  (n  -  l)x/-- 

wobei    x^^    zwischen    x    und    t,,,    also    sicher    zwischen    x   und 
X  -\-  h  liegt. 

Alles  in  allem  ist  also 

{x±hr--x^  _  ^^^„_i  _  ^^^^  _  ^^  ^^^^  _  ^,^^„-2^ 

mithin 

Kowalewski,  iJifferential-  und  Integral-Rechnung.  7 
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\^-'^i~-''"  -nx'^-'    <»(n-l)    ^o"-'^ 
weil 

\x^    <  I  Tq       und       l^-  x\<h. 

Jetzt  können  wir  schreiben^): 

pjh^Jll/^)  _  ^(^;)  I  <    ■h\2.l    a,    +3.2|«3.rJ  +  -..}. 
Daraus  folgt 

,.         ,f{x-\-h)  —  f{x)  )  A 

hm  ' ^— ^ — '-^^  —  (p{x)\  =0 

oder 

lim^'^'^  +  ^^~^-^-^=y(a;),     also     f'(x)  =  (p{x). 

Eine  Potenz reihe 

deren    Konvergenzradius    nicht    null    ist,    hat    also    in 
ihrem  Konvergenzintervall  überall  die  Ableitung 
r/j  +  '2a^x  +  'da^x^  +  ■  ■  •  • 

Man  erhält  sie,  indem  man  die  Reihe  «o  +  r/^a:  +  «2^'^+ "' ' 
gliedweise  differenziert. 


Kapitel  Vin. 
Eiijiire  Aiiweiidiiii^en  der  Poteiizrcihen. 

§  i*l.     Poteuzreihe   für  e'.     Die   Funktion  c'  hat,  wie 
wir  wissen,  die  Ableitung  e'. 

Die  beständig  konvergente  Potenzreihe 

1    J_     •'■     _L   ^*    J_   -^^    _L    .    .   . 

1 !         2 !         3  I 

steUt    eine  Funktion  g?(a)  dar,   die  ebenfalls   gleich  ihrer  Ab- 
leitung ist,  wie  man  mit  Hilfe  von  §  90  findet. 

1)  Wenn    .s  =  m,  +  "j  ~I~  "s  "I~      '    ^^^    "i  4"  "»  +  "s  "I"  '        absolut 
konvergent  iet,  so  hat  man,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  i*  <|Mi  -f"    •♦, I 
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Wir  haben  also 

ie'^Y  =  e"     und     (p'(x)  =  g){x). 
Daraus  folgt,  da  e'   ungleich  Xull  ist, 

(fix)  :  e'^  hat   also    überall   die  Ableitung  Xull.     Dann  ist 
aber  ^) 

Qp  ix)  ,  ■  T^ 

^—  =  c .  (c  eine  Konstante) 

Da 

g:(0)  =  l     und     e'^  =  1 

ist,  so  ist  f  =  1  und 

q)  (x)  =  ^" , 
d.  h. 

^^  =  i+^+2y  +  f^  +  ---- 

Setzt  man  ;/  =  1,  so  kommt 

Diese    Formel    eignet    sich    vorzüglich    zur    angenäherten    Be- 
rechnung der  Zahl  e.     Man  hat  nämlich 

nl  ^  in  +  1)'.  ^ 


(n  +  1) :    '    (w  -(-  2) !    ' 

H'.V    ■■    n-f  1  ^  (_n  +  1)  {n -]- 2)  ^         ) 
Da  aber 

"^  »  + 1  "*"  (w -f  1) (n  +  2)  +  •••<!  +  ^f^j^i  +  (^Tqrij  + 

n 
ist,  so  katm  man  schreiben 

/i!    '    (H  +  l)l  ^  («-f  2)1  ^  n\\     ^    hJ 

und  weiß,  daß  -0-  zwischen  0  und   1   liegt. 
Schließlich  hat  man  also 

*  =  i  +  A  +  .'+---  +  (^  +  ;^(i  +  !-)- 

1)  Vgl.  §  67,  Folgerung. 
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Setzt  man  -^^  =  0  und  i>  =  1,  so  erhält  man  zwei  Zahlen, 
zwischen  denen  e  liegt.  Jede  dieser  beiden  Zahlen  dilBFeriert 
von  e  um  weniger  als  1  :  n\n. 

§    92.     Die    Funktionen    Kosinus   und    Sinus.      Die 

Iteiden   Heihen 

1   _  ^'   +  -1'   _  ^     :     .  .  . 
2!     '    4!         G!   ^ 

und 

X        x^        x^        x~ 

1!  ""3!   "'öT^T!   +■■■ 

sind  beständig  konvergent.     Ihre  Summen  bezeichnen  wir  mit 

cos  X ,  (d.  h.  Kosinus  :r) 

bzw. 

sin  X  .  (d.  h.  Sinus  x) 

Diese  beiden  Funktionen  .sind  für  alle  Werte  von  x  de- 
finiert 

Oöenbar  ist 

cos  ( —  x)  =  cos  ,r     und     sin  (—  x)  =  —  sin  x  .^) 
Nach  §  90  ist 

(cos  :r)=--+--^  +  ..- 
und 

(sin  X)'  =  1  —'—-{-  '"^ , 

d.h. 

(cos  X)'  =  —  sin  X     und     (^sin  x)'  =  cos  x  . 

§  9^).  Die  Additionstheoreme  von  cos  .r  und  sin  j'. 
Unter  a  wollen  wir  eine  belieljige  Konstante  verstehen  und 
die  folgende  Funktion  betrachten: 

{ cos  {n  i-  x)  —  cos  ff  cos  x  -\-  sin  a  sin  x )  - 

+  {sin  ((^  -\-  x)  —  sin  a  cos  ./•  —  cos  n  sin  .r  j  -  =  (p(x) . 

1  Kine  Funktion  /".ri,  die  der  Bedin<;niiij  /'( — x)  =  f{x)  genügt, 
nennt  mau  gerude.  Genügt  sie  der  Bedingung  /"( — x)=  —  f(x),  so 
uennt  man  sie  ungerade,  cos  a-  ist  also  eine  gerade,  sin  .t  eine  un- 
gerade Funktion. 
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Man  findet 

(f{x)  ist  also  eine  Konstante.  Da  außerdem  cos  0=1, 
sin  0  =  0,  also  g){0)  =  0  wird,  so  ist  cp(x)  durchweg  gleich  0. 
Daraus  folgt  aber 

cos  {a  +  x)  =  cos  a  cos  x  —  sin  a  sin  x , 
sin  (rt  +  X)  =  sin  a  cos  x  +  cos  a  sin  x . 

Diese  Formeln   nennt  man   die  Additionstheoreme  der 
Funktionen  cos  x  und  sin  ./ . 

Aus    der    ersten    Formel   folgt,  wenn  wir  a  =  —  x  setzen 

cos^  X  -\-  sin-  a;  =  1  . 

$    !)4.      Kleinste    positive    Wurzel    der    G-leichuug 

cos  JT' ^  0.  Die  Funktion  cos  x  ist  für  ./;  =  0  positiv, 
nämlich  gleich  1.  Für  x  =  2  ist  sie  aber  negativ.  Mau  hat 
in  der  Tat 

und  alle  Klammern  sind  positiv,  so  daß 

also  negativ  ist. 

Nach  §  33  gibt   es   also  zwischen  0  und  2  eine  SteUe  £, 
so  daß 

cos  ^  =  0 
ist. 

Zwei  solche  Stellen  kann  es  nicht  geben,  weil  aus 

cos  I  =  0     und     cos  ^^  =  0       (0  <  ^,  ^i  <  2) 

folgen  würde,  daß  zwischen  £  und  S, ,  also  zwischen  0  und  2 
eine  Nullstelle  von  (cos  .r)',  d.  h.  von  sin  x  liegt.    Man  hat  aber 

und  für  0  <  ö;  <  2  sind  alle  Klammern  positiv,  also  ist  auch 
sin  X  positiv. 

Es  gibt  demnach  in  dem  Intervall  (0,2)   nur  eine  Null- 
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stelle  von  cos  x.    Sie  ist  zugleich  die  kleinste  positive  Wurzel 
der  Gleichung  cos  x  =  0. 

Wir  wollen  das  Doppelte  dieser  Wurzel  mit  %  be- 
zeichnen,   die  Wurzel    selbst   also   mit    _,  .     Dann  ist 

cos  y  =  0     und     0  <  "  <  2. 

sin  —    ist    positiv    und    wegen    cos^  x  -\-  sin^  x  =  1    muß 
sin^  —   =  1  sein.     Daraus  folgt 

TT 

sm  .^  =  1  • 
Die  Additionstheoreme  liefern 

cos  {x-\-^\-=  —  sin  X, 

sin  ( a"  +  „  )  =  cos  x 


ferner 


und 


cos  (x  -\-  n)  =  —  sin  ix  +   ^  )  =  — 
sin  {x  -\-  n)  =  cos  (a-  -f  tt)  =  —  ^i^i  ■''' 


cos  X 


cos  (:r  +  27r)  =  —  cos  {x-\-n)  =  cos  a*, 
sin  {x  -\-27i)  =  —  sin  (:r  -|-  ^)  =  sin  x . 

Auf  Grund  dieser  letzten  Formeln  sagt  mau ,  daß  cos  x 
und  sin  a'  periodische  Funktionen  sind  und  die  Periode 
2,T  haben. 

§  9;j.  Berechnung'  der  Logarithmen.  Fs  sei  \x  <  1. 
Die  Funktion 

j\x)  =  \og{\+x) 
hat  die  Ableitung 

Nun  ist  aber 

mithin 

f'{x)^  1  -:r +  ./--./-H--. 
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Die  Potenzreihe  rechts  ist  die  Ableitung  von 

9'(^)  =  Y-  2  +  3  -••■• 
Wir  haben  also 

fG-r)  — <p'(V)  =  0, 

folglich  (nach  §  67,  Folgerung) 

f{x)  —  (p  (x)  =  c . 
Da 

/•(0)  =  g,(0)  =  0 

ist,  so  ist  auch  c  gleich  Xull  und 

log (1  +  X]  =  |-  -  ''^"  +  -| .  (i^-  <  1) 

Ersetzen  wir  x  durch  —  x,  so  kommt 

log(l-a;)--f-^'-|-'-.... 

Subtrahiert  man  die  beiden  Reihen,  so  ergibt  sich  für 

log  (1  -{-x)  —  log  (1  —  x)  =  log  ~-^, 
die  Formel 

iogri-:  =  2(f  +  |'  +  y+  ■■)■      (k<i) 

Ist  n  eine  der  Zahlen  1,  2,  B,  .  .  .,   so  darf  man  in  dieser 

Formel  offenbar 

_       1 

^  ~  2?r+T 

setzen.     Dann  wird 

1  -\-  X       n  -{-  1 

1  —  X  n      ' 

und  man  erhält 


log(,*  +  1)  -  logn  ==  2  j  ^J^^  +  3(27^»  +  5(2^W+--) 
Für  w  =  1  liefert  diese  Formel 


Setzt  man 

2 
*^=    3 
SO  wird 


(1  +3.9  +  -'-  +  (2i;-l)9'-V' 
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log2  =  .s,  +  f,, 
und  man  findet,  daß 

'■■<3(7.+i)?-0  + «  +  «•+■■) 

oder 

^  = ^^—7^1  (0<^.<1) 

12  (-21; +  1)9'^  ^ 

ist,  also 

log2  =  s„+ ^    ,    ,• 

^  '        12(2i'-f  1)9'"^ 

Es  ist  hiernach  leicht,  log  2  mit  vorgeschriebener  Genauig- 
keit zu  berechnen. 

Setzen  wir  jetzt  in  unserer  Formel  für  log  (« -f  1)  —  log  n 
n  =  4,  so  ergibt  sich 

logö  -  2  log2  +  .^(l  +  ^^, +  .;,,+  ...). 

Hieraus  läßt   sich   log  5    mit   vorgeschriebener  Genauigkeit  be- 
rechnen. 

Wir  können  also  auch 

log  2  +  log  5  =  log  10 
beliebig  genau  berechnen,  ebenso 

log  10' 

den  Modul  V)  der  Logarithmen  zur  Basis   10. 

Multiplizieren  wir  die  Formel  für  log  ( « -]- 1)  —  log  ><  mit 
M,  so  gewinnen  wir 

Log(«  +  1)  —  Logn 

"         I   -2»  -f  1   ^  3(2»  -1-  1 )»  ^  5^2m  -f  i;*  ^        ) 

Diese  Formel  kann  man  zur  Berechnung  einer  Logarithmen- 
tafel benutzen. 

Wünscht   mau    die    Logarithmen    der    ganzen   Zahlen    von 

1)  Man  findet  M  =  0,43429448  ... 
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1   bis   lü\  so  genügt  es,   die  Logarithmen    der  fünfstelligen 
Zahlen  zu  berechnen:  denn  es  ist  z.  B. 

Log  13  =  Log  ^^^^f  =  -  3  +  Log  13000. 
In   der   obigen  Formel   ist   also  n  ^  10^.     Setzt   man  nun 
Log  (n  +  1)  -  Log  n  =  ~_^  ^  +  d,, , 
so  wird  (weil  2M<^  1) 

"  ^  3(2«  +  1)M       "^  (2«  +  1)*  "*"  (2  M  +  1)*  ^  J 

oder,  da 

1     ,    1 ,     1__,  _  1  _     C2»+l)^ 

"^(2«  +  l)2  "1"  (2n  +  l)*'^  1  2H(2n  +  2) 

(2w+l)' 
ist, 

«  "^  12«(«  -f  l)(2'n  +  1)  "^  24«»  "^  10'»  " 

ö^  ist  also  kleiner  als  eine  Einheit  in  der   13-ten  Dezimale. 
Es  ist  also  z.  B. 

Loga0<+1)  =  4  +  .-^- 
bis    auf  Aveniger   als    eine  Einheit   in  der   13.  Dezimale. 


§  96.  Der  binomische  Lehrsatz.  Wir  schicken  fol- 
gende Bemerkung  voraus: 

Wenn  zwei  Potenzreihen  in  dem  Intervall  (—  q,  q) 
konvergieren  (p>0)  und  dieselbe  Summe  haben,  so 
sind  sie  überhaupt  identisch. 

Ist  nämlich  für    ^i^\<  Q 

«0  +  ajo;  +  a^x^ -f  •  •  •  =  ^^  -f  l^x  +  \x-  +  •  ■  • , 
so  ist  nach  §  90  auch 

rti  +  2«,A-  +  '6a.,x--\ =  \+  2\x  +  3&3.r2  +  •  •• , 

2-\cu  +  ?>'2a.,x+ 4.-?ja^x^ -{-■■■  =  2  ■\\  +  ?,-2h.^x+-i-U^x'^+-- 
usf.     Setzt  man  überall  x  =  0,  so  ergibt  sich 

«„=6„.  (n  =  0,  1,  2,...) 
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Wir  wollen  jetzt  eine  Potenzreihe  suchen,  die  für 
|a;|<l^)  gleich  (1 -\- x}"  ist.  Für  a:  =  0  muß  sie  gleich  1 
sein.  Ihr  Anfangsglied  ist  also  gleich  1,  und  die  Potenzreihe 
lautet  1  -j-  c^x  -}-  c.2X^  -\-  ■  ■  ■ .     Wir  verlangen,  daß  für    .r  <  1 

1  +  q:r  +  c^x^  H =  (1  +  «)" 

sein  soll. 

Durch  Diflferentiation  ergibt  sich^) 

Ci  +  2c^x  +  'dc.^x^--\ =  .a(l  i-x}"-K 

Multipliziert  man  beiderseits  mit  1  +  x,  so  kommt 

(1  +  x){c^  +  2c^x  +  3^3.^2  +  .  .  .)  =  ^u (1  +  xy' 

=  /i(l  4-  c^x  +  ^2^'-+  ■  ■  ■), 
oder 

q  +  (2c2  +  c^jxA-  (3c3  +  2c.2)x^-\ =  M  +  .«q^  +  .uCg.r^H . 

Auf  Grund  der  Bemerkung  am  Anfang  dieses  Paragraphen 
folgt  hieraus 


d.  h. 


W  -    1   >    4-       1.2      }    h-  1.23 


Für 
pflegt  man 


ft(/t-l)...(ft-fc  +  l) 
1  ■  2  .  .  .  Ä- 

( ^ )      oder     (.u^. 


(^•=  1,2,3,...) 


zu  schreiben. 

Unsere  Potenzreihe  lautet  also 


i  +  (:).  +  (^).--+ 


Wenn  ^  einen  der  Werte  0,  1,  2, .  .  .  hat,  so  konvergiert 
diese  Reihe  für  jeden  Wert  von  x,  weil  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab  alle  Glieder  verschwinden. 

Hat  u  keinen  der  angegebenen  Werte,  so  sind  für  x  ^0 
alle  Glieder  von  XuU  verschieden,  und  mau  hat 

1)  Bei  der  Annahme    .r   •<  1   is^t   1 -j" -i'  positiv. 

2)  Man  denke  an  die  Differentiationsregel  in  §  itO. 
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mithin 


lim    ""^^  =  —  X     und     lim   --"'^    = 


X 


Für  \x\<C  1  ist  unsere  Reihe  also  absolut  konvergent, 
was  auch  ft  sein  mag. 

Bezeichnen  wir  ihre  Summe  mit  (f\x),  so  ist  nach  dem 
Obigen 

(1  +  x)(p'{x)  =  n(p{x) . 


Daraus   folgt,  weil  ( 1    f-  a;)"  ungleich  Xull  ist, 
also 


g)(a;)  =  cd  -\- x)'' .         (c  eine  Konstante) 
Da  9)(0j  =  1  ist,  so  hat  man  c  =  1  und 

{1  +  xY  =  l  +  [\)x  +  ['!^x'  +  ■  .  •         {x  <1) 

Dies  ist  die  Newtonsche  Binomialformel.  Die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  nennt  man  die  Binomial reihe,  ihre 
Koeffizienten  die  Bin omialko effizienten. 

Wir  bemerken  noch,  daß  für  ein  positives  ganzzahliges  ^ 
die  Bedingung  x\  <  1  fortfällt.  Ist  u  von  0,  1,  2,  .  .  .  ver- 
schieden und  X  y-  1,  so  divergiert  die  Binomialreihe,  weil 
(vgl.  §  79)  nicht  einmal  lim  h„  =  0  ist. 

§  97.  Die  Taylorsche  Reihe.  In  §  74  haben  wir  die 
Taylorsche  Formel  bewiesen.  Wenn  die  betrachtete  Funktion 
in  (^x,  X  -\-  h/  alle  Ableitungen  hat,  so  können  wir  dem  n  in  der 
Taylorschen  Formel  jeden  der  Werte  1,  2,  3,  .  .  .  beilegen. 

Es  kann  nun  sein,  daß 

lim  R^  =  0 
ist.     Dann  wird 

lim  [fix)  +  ^r(^)  +  •  •  ■  +  ^n":^,yf"-'K^)} 
=  lim  {f(x-{-h)-BJ=f{x-hh) 
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oder,  was  dasselbe  bedeutet, 

fix  +  h)  =  fix)  +  l  fix)  +  |-j  fix)  +  ■■■. 

Diese     unendliche    Reihe    nennt    man     die    Taylorsche 
Reihe. 

Wenn    für    w==  1,  2,  3,  ...    und    für    alle  Werte    von    in- 
zwischen U  und  1 

f("Hx-{-^h)   <A 

ist  {Ä  eine  Konstante),  so  kann  man  sicher  sein,  daß  R^  nach 
Null  konversfiert.     In  der  Tat  ist 


also 


S,.~"''f'"(x  +  »h), 


n       ^      ,1  I 


Wir  wissen  aber  (vgl.  §  89),  daß  die  Reihe 

1+^ +  :'+■■• 

konvera;iert.     Daraus  folo;t 

lim    -     =0,     mithin  auch     lim  ß  =  0. 
n!  '  " 


§  98.    Beispiele.    1.  Alle  Ableitungen  von  fix)  =  (f  sind 
gleich  e'',  und  man  bat  daher 

/■("'(a:+^//)  =  e^+''*.  i;o<'^<i) 

g.r+,'>/,  liegt  aber  zwischen  e'  und  ^'+''.  Die  am  Schluß  von 
t^  97  angegebene  Bediogung  ist  hier  also  erfüllt'),  und  es  er- 
gibt sieh 

Insbesondere  ist  (wenn  wir  x  durcb  ('  und  //  durch  x  ersetzen) 


1)  Man  braucht   nur  ^4   gleich    ticr  prößeren    der  beiden  Zahlen  t' 
und  e'^'*'     zu  setzen. 
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eiu  Resultat,  das  wir  früher  auf  anderem  Wege  erhalten  haben 
(vgl.  §  91). 

2.   Wegen  der  Relation 

cos"-  X  -\-  sin-  X  =  \ 

erfüllen  eosa*  und  sina'  die  Ungleichungen 

cosx   ^  1,      sin.r!  ^  1 . 
Da 

(cos  x)'  =  —  sin  X,  (cos  .2')"  =  —  cos  x,  (cos  x)'"  =  sin  x, 

(cos  xf-^  =  cos  X,  .  .  . 
und 

(sina:)'=  cosa:,  (sina:)"  =  —  sin  x,  (sina:)'"=  —  cos  ^r, 

(sina:)^^'  =  sina;,  .  .  ., 

so    erfüUeu    auch    cos  x    und    sin  x   die   Bedingrung   am   Schluß 
von  S  97. 

Man  hat  demnach 

cos I a:  +  /n  =  cos x  —  ^;  sm  x  —  „ ,  cos  x  -\-  -—  sin x  +  -■-  cos  x  —  ■  ■ 

^  ^  II  Hl  6:  4 1 

und 

sm(a;  +  /0  =  sma  +  rr  cosx —  —  sm  a:  —  —  cos.r  +  --  sina;+  •  ••. 

-^  1 1  ZI  ö .  4 1 

Wenn  wir  x  durch  0  und  h  durch  x  ersetzen,  so  erhalten 
wir  nichts  Neues,  weil  wir  in  §  92  Kosinus  und  Sinus  durch 
die  Gleichungen 

cos  a:  =  1  -  -,  +  — 

und 

X         x^    ,    x'' 

sinx  =  T^  —  „.  +  ^ 

1 1         o ;  o  I 

definiert  haben. 

Die  obigen  Formeln  für  cos (x  -{-h)  und  sin {x  -}- /* )  lassen 

sich  auch  so  schreiben: 


(x -\- h)  =  (l  —  -^  -{-  ^, -j  cos a; 

-  iTi  -  ¥:  +  51 j  ^" 


srnrr 
und 
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od 


(a;  +  Ä)  =  (l  -  2;  +  4; )  s"^ ^ 

+  (l!  -  3!  +  ö! )  ^^^^ 


er 


cos  {x  +  /«)  =  cos  X  cos  //^  —  sin  a;  sin  // , 
sin  {x  +  /')  =  sin  x  cos  A  +  cos  x  sin  Ä . 

Hiermit  haben  wir  einen  neuen  Beweis  für  die  Additions- 
theoreme  cosrK  und  sin^r  gewonnen  (vgl.  §  93). 

3.  //  =  log  {l-\-  x)  hat  für  a;  >  —  1  alle  Ableitungen,  und 
zwar  ist 

?/(")  =  (-  1)"- 1  (n  -  1)!  (1  +  ./•)-". 

Für  X  =  0  wird 

^  =  0     und     /")=  (-1)"-^  («-!)!. 
Nach  der  Taylor  sehen  Formel  ist  also 

logCl  +:rj  =  ^  -  ^^  +  .  .  .  +  ^-  1)'T^^;^)  +  K 
und   man  hat  _ 

p  (1  +  ^xf 
Im  Falle    x\<i\   setze  mau  p  =  \   und  -schreibe 

^     _    (-1)"-^   l--^   \'-'  ^n 


^«=  *-l)"''     ,rT-.:st#        (0<^<l) 


Da  9-a;  zwischen  —  0-  und  ^  liegt,  so  liegt 

1  —%  .    ,  1— {^  ,      1— O'       . 

.    I   „-     zwischen     ^    ,   .      und      ,      ^=1, 

also  zwischen  0  und   1.     Wegen  0  <  O- <  1  ist  ferner 

1  +  #.f^  1  -  x\. 
Also  hat  man 

^n  <TTrnr; 

folglich 

lim  7?„  =  0 
und 

log(l  +  .f)="-^+f  -•••,  (^I<1) 

ein  uns  schon  Itekauntes  Resultat. 
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Im  Falle  x  =  l   setze  man  jJ  =  *^-     Dann  wird 

R=(_lV-il 1 also     ^B\<~, 

und 

limi)'„=0, 
so  daß  man  hat 

]og2=l-i  +  i . 

Im  Falle  x  =  —  1  lautet  unsere  Reihe 

-1-^-i • 

Sie  ist  divergent.     Denn  die  Summe  der  2"~^  Glieder 

_     1  1  _       1 

~  2"-^ '    ~  2^^T  '    "  "  " '    ~  2"— 1 


ist  kleiner  als 

_9«-i.    ^    =_  1 

9«  2 


Summiert  man  die  q  ersten  Gliedergruppen  dieser  Art 
(w  =  1,  2,  .  .  .),  so  erhält  man  eine  Partialsumme  der  Reihe, 
die  kleiner  als  —  ^q  ist.  Die  Folge  der  Partialsummen  ist 
also  nicht  beschränkt. 

Im  Falle  a"  >  1  ist  die  Reihe  divergent,  so  daß  die 
Formel 

log(l  +  x)  =  ^-^  +  {--... 

nur  für  —  1  <  a;  ^  1   gilt. 

4.  y  =  (l-\-x}"  hat  für  a;  >  —  1  alle  Ableitungen,  und 
zwar  ist 

y(")  =  ^{a—1)  .  .  .  (u  —  n  +  1) (1  +  x}" - \ 

Für  X  =  0  Avird 

y=l,     ?/")=uCu-l)...(j[t-«  +  l). 

Die  Tavlorsche  Formel  liefert 

.(i+^>"=i  +  (';)^-  +  (-;)^^^+-..  +  ^j^-^  +  i2„, 

und  man  hat 


B 


„=  ^  Q  (1 +  (>.;>" -«(1-^)"-^^".      (0<^<1 
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Im  Falle    x   <  l  setze  man  ^^  =  1   und  schreibe 

Der  dritte  Faktor 

liegt,  wie  wir  wissen,  zwischen  0  und  1;  der  zweite  zwischen 
1  und  (l-\-x}"~'^.  Ist  also  K  die  größte  unter  den  Zahlen 
1   und  (1  -\-  xy'~^,  so  wird 

Nun  konvergiert  für    x   <,\   die  Keihe  (vgl.  §  96) 

folglieh  auch  die  lieihe 

und  es  ist  daher 

\imnl^\x"-'=0, 

mithin 

lim7?„=0, 
so  daß  wir  haben 

(l+a;)"=l+(^)a:+(-:).r^+.--.         {x  <  1) 

Dieses  Resultat  ist  uns  schon  bekannt. 

Wir  wollen  bei  der  weiteren  Untersuchung;  annehmen, 
daß  u  keinen  der  \Verte  0,  1,  2,  8,...  hat,  (himit  die  Reihe 
nicht  abl)rieht. 

Dann  ist  für  j:  >  1  unsere  Reihe  divergent.  Es  bleiben 
also  nur  die  Fälle  x  =  \   und  a;  =  —  1  übrig. 

Im  Falle  j:  =  1   setzen   wir  p  =  n,  so  daß 

^^„=('")(1  +  ^)"-''  (0<^<1) 

wird.    Der  zweite  Faktor  ist  für  genügend  großes  n  kleiner  als  1. 
Der  erste  Faktor  läßt  sich  so  schreiben 


(:)=,-i)-*-'" 


ft  + 1)  •  •  •  (-  fi  + » - 1) 

12'   n 
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Es  handelt  sich  hier  um   einen  Ausdruck  von  der  Form^) 

p         a  (o  -j-  1 1  •  ■«•  {a  -\-  n  —  1 ) 
»  ^  hih-\-l)---(1)-\-n~-iy 

und  zwar  ist  im  vorliegenden  Falle 

(7  =  —  «     und     ?>  =  1 . 
Über  P,^  gilt  nun  folgender  Satz. 
Wenn  «  >  ?>,  so  ist 

lim  ^~  =  0. 

Die  positive  ganze  Zahl  /,'  sei  größer  als  & , .  Dann  ist 
1)  -\-  Ji.  mithin  auch  a  +  /,',  positiv.  Setzen  wir  a  —  h  =  d  und 
nehmen  n  >  Je  an,  so  wird 

"--t^-:  =  1  +  _ 'L^  >  1  .  A 

«  +  ^-  +  1  _  1    ,    d^_  ->  1  -L        ^ 

"  +  ^-^  =  1  +   ^- >   1  +       _- 1 

Daraus  folgt 

|>  i  +  ''G\ +  2/7^1 +-  +  F+^)- 

Die  Reihe 

2;i-  ^  2Ä-  +  1  ^  2A-+2^ 

ist  aber  divergent.  Ist  g  irgend  eine  positive  Zahl,  so  sind 
fast  alle  Partialsummen  dieser  Reihe  größer  als  g.  Fast  alle 
P„  erfüUen   daher  die  Ungleichung 

^>1+//^     oder      ^^<i^-^<^, 
wenn  wir 

.^>l(v-i) 

machen.     Das  bedeutet  aber 

lim  1^  =  0,     folglich-)     lim^  =  0. 


1)  Kein  Faktor  im  Zäliler  und  im  Xenner  ist  null. 

2)  Pf.  ist  von  Null  verschieden. 

Kowalewaki,  Differential-  und  Integral-Eechnung.  8 
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Als  Folgerung  ergibt  sich  aus  obigem  Satze,  daß  im  Falle 
a  <  h    lim  P,  =  0  ist. 

Im  Falle  a  =  h  sind  alle  P^,  gleich  1 ,  also  auch  lim  P„  =  1 . 
Wenn  wir  unsern  Satz  auf 

(—  ."•)  ( —  fi  +  1)  •••''—,"  +  «  —  1) 

1  •  -2  •  •  •  .  „ 

anwenden,  so  können  wir  schließen,  daß  diese  Zahl  für  — ,"  <  1, 
d.  h.  |U  >  —  1  den  Grenzwert  Null  hat.  Für  ju  >  —  1  ist  also 
lim  P„  -=  0  und  daher 

2- l  +  (0 +  ©  +  ■■• 
Für  ,a  =  —  1  wird 

so  daß  die  Bedingung  lim  h,^  =  0  nicht  erfüllt  ist. 

Für  u  <  —  1 ,  d.  h.  —  .11  >  1  hat  der  reziproke  Wert  von 

^ziJ^S—^  ^  1)  •  •  •  ^-  fi  4-  w  —  1)  .^  ^. 

den  Grenzwert  Null.  Die  Bedingung  lim  t<„  =  0  ist  also  wieder 
nicht  erfüllt. 

Die  obige  Formel  für  2"  gilt  also  nur  für  ju  >  —  1 . 

Im  Falle  x  =  —  \  lautet  die  Binomialreihe 

'-(■:)+©-(■:)+•■• 

Ihre  Paitialsummen  lassen  sich  leicht  berechnen,  und  man  findet 

^^1  =  1;  ^2  = -('"7')'  ■'^  =  ('"7')'  ^•4  =  -(""7')--- 

Allgemein  ist 

o  _  /_  1  ,»-1  i^-^\  -  ^i-.")r^-f^)---^»-l-»). 
*«~'        ^'  \n-\)  1-2  •••(n  —  1) 

Für  _u  >  0  ist  lim  s^^  =  U,  also 


(i-i'"  =  '-(")  +  © 


Für  «  <  0  hat  s„  keinen  Grenzwert,  weil  dann  lim  ( 1  s J 
=  0  ist. 

Wir  können  unsere  obigen  Resultate  in  folgendem  Satz 
zusammenfassen: 
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Wenn   u  keinen   der   Werte  0,  1,  2,  3,  .  .  .    hat.    so 
gilt  die  Binomialformel 

im  Falle    a;j>l  überhaupt  nicht, 
im  Falle  j^  <  1   für  jeden   Wert  von  u, 
im  Falle  x  =  1  nur  für  u  >  —  1, 
im  Falle  a;  =  —  1  nur  für  ju  >  0. 


Kapitel  IX. 
Maxiiiia  und  3Iiiiima. 

§  99.  Definition.  Mau  sagt,  f{x)  habe  an  der  Stelle  oc^ 
ein  Maximum  (^Minimum  iVi,  wenn  sich  um  Xq  ein  Intervall 
[Xq  —  d,  Xq  +  <5)  konstruieren  läßt,  so  daß  der  FunktionsAvert 
/'(ä^o)  in  diesem  Intervall  der  größte  Tkleinste)  ist  und  nur  an 
der  Stelle  Xq  angenommen   svird. 

Wir  wollen  anßerdem  noch  fordern,  daß  das  ganze 
Intervall  ^Xq  —  d,  x^ -\- Ö)  dem  Definitionsbereich  f(x) 
angehört. -j 

Für  Maxima  und  Minima  hat  man  auch  den  gemeinsamen 
Namen  Extrema  i  Pluralis  von  Extremum). 

Wenn  /u^o'  ^^^  Extremum  ist  und  die  Ableitung 
/'(iCoJ  existiert,  so  muß  fix^J^O  sein. 

Ist    h  <  ö,  so  haben  die  Differenzen 

f(x  +  h)  —  fix)     und     fix  —  h)  —  f(x) 
beide  dasselbe  Zeichen,  also  die  Differenzenquotienten 

f  X  +  h  ;    —  f(x,<  ^         fix  —  h)  —  /■'  X) 

'  und  — ~    --^ 

h  —  n 

1    oder  /''.'-■„    sei  ein  Maximum  (Minimum). 

2;  Wenn  ein  solches  Intervall  existiert,  pflegt  man  zu  sagen,  daß 
x„  ein  innerer  Punkt  des  Deänitionsbereichs  ist. 
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entgegengesetzte  Zeichen.    Neunen  wir  u  den  positiven,  v  den 

negativen  von  ihnen,  so  ist  bei  nach  Null  konvergierendem  h 

lim  u  =  f  (Xq)     und     lim  v  =  f  i^o)- 

Aus  der  ersten  Gleichung  ist  zu  schließen,  daß  f'{xQ)'>0, 
aus  der  zweiten,  daß  /'  (  ^q)  ^  0  sein  muß.     Folglich  ist 

Geometrisch  bedeutet  dies,  daß  die  Tangente  der  ßild- 
kurve  von  f\x)  an  einer  Stelle,  wo  ein  Extremum  eintritt, 
parallel  zur:r-Achse  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Tangente  existiert. 

Man  überzeugt  sich  sofort,  daß  die  Bedingung  /"  (^Xq)  ==  0 
für  das  Vorhandensein  eines  Extremums  nicht  hinreichend  ist. 
Z.  B.  hat  die  Funktion  x^  an  der  Stelle  .r  =  0  kein  Extremum, 
und  doch  ist  die  Ableitung  3a:-  daselbst  gleich  Null. 

§  100.  Das  Vorzeichen  der  Ableitung^,  x^  sei  ein 
innerer  Punkt  des  Definitionsbereichs  von  fix)-  Ferner  habe 
man  /"(a;o)>0.  Dann  läßt  sich  um  Xq  ein  Intervall  {Xq  —  ö, 
Xq-{-Ö)  so  konstruieren,  daß  in  {Xq  —  d,x^f{x)  kleiner,  in 
(a^o,  Xq-{-  6)   dagegen  f{x)  größer  als  ({Xq)  ist. 

Wir  sagen  kurz,  daß/'fa)  links^)  von  Xq  kleiner,  rechts 
von  Xq  größer  als  [{Xq)  ist. 

Existierte  kein  solches  Intervall,  so  würde  auch  ix^^ , 

Xq  -{-      )  nicht   die   gewünschte    Eigenschaft   haben.     Es    gäbe 

also    in    ix^  —      ,  Xq  ■{ )  eine  von  Xq  verschiedene  Stelle  a„, 

so  daß  entweder 

^0  -  -^  <  •*■«  <  ^0     und     f(x„)  ^  /"(a-o) 
oder 

^0  <  ^n  <  -^'O  +   -       UJld       f{x^^  <  fi  Xq) 

ist.     In  beiden  Fällen   wäre  also 


1)  Wir  stellen  uns  so  vor  die  Figur,  daß  ein  l'uukt  aul'  der  .i-Achse 
um  80  weiter  nach  rechts  liegt,  je  größer  seine  Abszisse  ist. 
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Daraus   würde  aber  folgen 

was  der  Annahme  f  (Xq )  >  0  widerspricht. 

Wenn  fix^XO  ist,  so  ist  f{x)  links  von  Xq  größer, 
rechts  von  j:^  kleiner  als  fix^). 

§  101.  Kriterium  für  Maxima  und  Minima.  1.  fix) 
habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq  überall  eine  Ab- 
leitung f"  (x).     Außerdem  existiere  f"  {Xq),  und  endlich  sei 

Dann   ist  /'{Xq)    ein    Minimum    oder    ein    Maximum, 
je  nachdem  /'"  (ä-q)  >  0  oder  f"  (Xq)  <,0  ist. 
Im  Falle  /"'  (x^)  >  0  ist  /"  (x) 

links  von  Xq  kleiner  als  f  [Xq),  d.h.  negativ, 
rechts  von  Xq  größer  als  f  (Xq),  d.h.  positiv. 
Mit  Hilfe  des  Mittelwertsatzes 

fix^  -f  h)  =  /-(^o)  +  M'  Ü'o  +  ^^0 
(0  <  ^  <  1 ) 

erkennt  man,  daß  fix)  sowohl  links  als  auch  rechts  von  ,/.,) 
größer  als  f{;x^),  daß  also  f{x^  ein  Minimum  ist. 

Im  Falle  f"  (Xq)  <  0  ergibt  sich  genau  ebenso,  daß  /"(a:,,) 
ein  Maximum  ist.  ^) 

2.  fix)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x^  die 
beiden  Ableitungen  f  (x)  und  f"  (x).  Außerdem  existiere  f'ix^), 
und  endlieh  sei 

/'  V^o»  =  0,  f"(x^)  =  0,  f"'(x^)  ^  0. 

Dann   ist  f(xQ)  kein  Extremum. 

Im  Falle  f" (Xq)  ^  0  hat  f  {Xq)  nach  Xo.  1  an  der  Stelle 
Xq  ein  Minimum,  fix)  ist  also  sowohl  links  als  auch  rechts 
von   1",,    positiv.      ^lit    Hilfe    des    Mittelwertsatzes    ergibt    sich 

1;  Die  beiden  Fälle  gehen  ineinander  über,  wenn  man  f  X)  durch 
—  f{x    ersetzt.     Man  braucht  also  nur  den  einen  zu  behandelu. 
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danu,  daß  /"(.r)  links  von  x^  kleiner  und  rechts  von  r^ 
größer  als  f(X(,)  ist. 

Im  Falle  f"'{-rQ)<cO  ist  /"(j)  links  von  x^f  größer 
und  rechts  von  x^y  kleiner  als  fix^X 

)).  f(x)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq  die  drei 
Ableitungen  f'(x),  f"  {x),  f"  (x).  Außerdem  existiere  (^^'[Xq), 
und  endlich  sei 

/■'  (^o)  =  0,  /■"  (xo)  =  0,  /■'"  {x, )  =  0,  Z'^^-  u-o)  ^  0. 

Dann  ist  /"(äq)  ein  Minimum  oder  ein  Maximum,  je 
nachdem  /"^^'(^o)  >  ^  «der  P^'  {x^)  <  0  ist. 

Im  Falle  P"'\x^)>i)  ist  nach  No.  2  /"(r)  links  von  x^ 
kleiner  und  rechts  von  Xq  größer  als  f"  {x^,  d.  h.  links  von  x^^ 
negativ  und  rechts  von  Xq  positiv.  Mit  Hilfe  des  Mittelwert- 
satzes ergibt  sich  dann  wie  in  No.  1,  daß  f{xQ)  ein  Minimum  ist. 

Im  Falle  f^^^  (ay)  <  0  ist  f{x,^  ein  Maximum. 

Diese  Kette  von  Sätzen  läßt  sich  beliebig  fortsetzen.  All- 
gemein gilt  folgendes  Theorem,  von  dessen  Richtigkeit  man 
sich  durch   einen  Schluß   von  n   auf  n  +  1    überzeugen   kann. 

fix)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x^  die 
Ableitungen 

f'{x),f"{x),  ...,r^"-'\x).        (:«>i). 

Außerdem  existiere  f^"Hx^,  und  endlich  sei 

f  M  =  0,  /■"  (.ro)  =  0,  .  .  .,  /•(" -  ^)  {X,)  =  0,  /-(")  (X,)  ^  0. 

Bei  iroradeiii  it  ist  dann  /"(.x'o)  ein  Minimum  oder  ein 
^Maximum,  je  nachdem   f^"^(Xf^)>0   oder  /"^"K-'o)  <  ^   ist. 

Bei  iiiiiceradeiii  n  ist  f{Xo)  kein  Extremum.  Viel- 
mehr ist  f(x)  links  von  x^  kleiner  und  rechts  von  x^^ 
größer  als  fix^)  oder  links  von  ./„  größer  und  rechts 
von  Xq  kleiner  als  /(./oS  je  nachdem  p"^ (xq)  >  0  oder 
P"Uxq)<(). 

Es  gibt  Funktionen,  bei  denen  dieses  Theorem  versagt 
Ein  Beispiel   liierfür  ist  die  folgende  Funktion 

/•(O)^O,  f\x)  =  c~-^'  (^^0). 
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Für  x^O  wird,  wenn  wir  —  1/^-  mit  u  bezeichnen, 
f  {x)  =  u'e", 
f"  {x)  =  iu"^  +  n")  €'\ 
f"  ix)  =  (h'^  +  3?f'?<"  +  u'")  e", 


d  man  hat 

u'  = 

1'^'"  = 

2-3 

~    x*  ' 

ll" 

2  ■  3  •  4 

Jedenfalls  wird  also 

_  1 

Avobei  G^^  eine  ganze  rationale  Funktion  bedeutet.  Die  Formel 
gilt  auch  für  u  =  0,  wenn  wir  f^^)  (x)  =  f(x)  setzen. 

Es  bleiben  noch  f"(0),  /'"(O),  ...  zu  berechnen. 

Aus  der  Reihenentwicklung 

«^'-    =     1      +     ^     +    I  ;     +     •     •     ■ 

ersieht  man,  daß  für  x  >  0  die  Ungleichungen 

e'>'Q  (/«  =  1,2,  3,  ...) 

gelten. 

Angenommen,  wir  hätten  schon  bewiesen,  daß  /'"'^(0)  =  0 
ist.    Dann  läßt  sich  zeigen,  daß  f^"  "*"  ^'  (0)  =  0  ist.    Da  nämlich 

/•(»  +  1)  (0)  =  lim  f^^^MsrJ^lSS'  ^  ^lim  /,  =  0 ) 

so  ist  nur  nachzuweisen,  daß 

ist.  Der  fragliche  Ausdruck  setzt  sich  aber  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von   Gliedern  der  Form 

i—Y 
{l)":e^"^  Ca=l,2,3,  ...) 

zusammen.  Wählen  wir  die  ganze  Zahl  m  so,  daß  2w>,u- 
ist,  so  wird  der  Betrag  des  obigen  Gliedes  kleiner  als  die  nach 
Null  konveririerende  Zahl 
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Es  ergibt  sich  also  /■("  +  !) (0)  =  0. 

Da  nun  f^^^  (0)  =  /'(O)  =  0  ist,  so  verschwinden  auch  /'  (0) 

r'(Oj, .... 

/'(.x)  hat  offenbar  an  der  Stelle  x  =  0  ein  Minimum.  Dies 
läßt  sich  aber  nicht  mit  Hilfe  des  obigen  Theorems  feststellen, 
weil  für  x  =  0  alle  Ableitungen  verschwinden. 

Unsere  Funktion  ist  zugleich  ein  Heispiel  dafür,  daß  die 
Taylorsche  Reilie 

konvergieren  kann,  ohne  daß  ihre  Summe  gleich  f(x)  ist. 

>?  102.  Anwendung  der  Taylorschen  Formel  zum 
Beweis  des  Kriteriums.  Hat  f(x)  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  Jq  die  Ableitungen 

fix),  r(x), ...,  r"-'^{x),  («>i) 

80  gilt  für  [//   <  d   die  Taylorsche  FormeP) 

fix,  +  h)  =  f(xo)  +  i'.  /•'  (^o)  +  ■  •  •  +  (f  J4  f"-''  (^o) 

(0  <  -^  <  1 ) 

Nehmen   wir  ferner  an,  daß  /'*"'  (x^^)  existiert,  und  daß 

/•' Uo)  =  0,  ri^o)  =  0,  .  .  .,  r"-'^[x,)  =  0,  /'^")(a;o)  ^  0 

ist,  so  wird  im  Falle  f'^"'' (^o)  >  0  die  Ableitung  /"("-'^  (x)  links 
von  X(y  kleiner,  rechts  von  .r„  größer  als  /'^"'^^(Xq)  =  0  sein.  Es 
^vird  also-) 

für  //  <  0  Z'^"- »'  (Xq  +  »h)  <  0, 

für  A  >(»  /'^""'K^o  +  '^^')  >  " 

sein. 

1"*  Die  positive  Zalil  S  ist  so  pi'wiihlt,  daß  ./„  —  d  uud  ./;,  -j-  S  in 
der  crwähuten  Umgebung  von  .r„  liegen.  Dann  sind  die  Fiediiigungen  der 
Taylorschen  Formel  erfiillt. 

2)     /«     muß  kleiner  sein   al.s   eine  gewisse  positive  Zahl  <J'  i  s  d). 
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Unsere  Taylorsche  Formel  lautet  aber 

n^o  +  /')  =  f^^o)  +  j^l r, ,  f^" - '' (^0  + 
Im  Falle  eines  geraden  )i  ist  daher 

für  h  <  0  fix,  +  h)  >  t\x,), 

für  //  >  0  f(Xo  +  h)  >  f{x^), 


d.  h.  /  (ü'o)  ein  Minimum. 

Im  Falle  eines  ungeraden  n  ist  dageo-en 

für  A  <  0  /-(.ro  +  h)  <  /"(%), 

für  /*  >  0  fix,  +  //)  >  f[x,), 

d.h.  /"(^ro)  kein  Extremum. 

Wenn  f^"^{xQ)<,0  ist,  so  hat  man  im  Falle  eines  ge- 
raden H  an  der  Stelle  x^  ein  Maximum,  im  Falle  eines  un- 
geraden n  kein  Extremum. 

§  103.  Monotone  Funktionen.  Wenn  eine  Funk- 
tion in  dem  Intervall  («,  h)  überall  eine  positive  Ab- 
leitung hat,  so  nimmt  sie  in  (a,  h)  bei  wachsendem  x  zu. 

Ist  nämlich^) 

<(  <  rr^  <  ^2  <  &, 

so  hat  man  nach  dem  Mittelwertsatz 

/X'^2)  —  fM  =  (^2  -  Ä'l)  /"  {^h  (ä-1  <  I  <  X^) 

also 

fix^)  >  f{ X^  ) . 

Ist  die  Ableitung  in  fa,  h)  überall  negativ,  dann  nimmt 
die  Funktion  bei  wachsendem  x  beständig  ab. 

Es  tut  der  Gültigkeit  unseres  Satzes  keinen  Abbruch,  wenn 
die  Ableitung  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen   null   ist. 

Eine  bei  wachsendem  x  zunehmende  (abnehmende)  Funk- 
tion woUen  wir  aufsteigend  (  absteigend)  nennen.  Beide  Arten 
von  Funktionen  heißen  monoton 

1)  Ist  f'{x)  bei  a  stetig,  so  darf  x^^^a  gesetzt  werden,  ebenso 
jjg  =  6,  wenn  f(x)  bei  b  stetig  ist. 
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Wenn  fix)  in  (Xq  —  f ,  x^^}  aufsteigend  (absteigend"^  und 
in  <(.<■(),  Xq  -f-  6)>  absteigend  (aufsteigend)  ist,  so  ist  fipc^)  ein 
Maximum  (Minimum).  In  der  Praxis  werden  gewölinlich  auf 
diesem  Wege  Maxima  oder  Minima  festgestellt. 

ij  104.    Beispiel,     «j,  «o?  •  •  v  ö„  seien   gegebeuf   Zahlen 
Man  soll  x  so  wählen,  daß 

(p{x)  =  Ca,  —  a;)^  +  («o  —  .t)-  +  •  •  •  +  (rt„  —  .tV 

möglichst  klein  ausfällt. 

Man  hat  im   vorliegenden  Falle 

'  /      ^  O       /*1  +  "s  +     •  •  +  «»  \ 

(p  (x)  =  -2n  [  l^ — --—  -  aj- 

cp '  (x)  ist  also 

negativ  lur  .r  <  -— ^ 


«1  +  «2  H h  "« 


null         für  .•  =  "^+^*-+^-^^ 


positiv    für  X  > 
und  9c  (^.ri  ist 


für  X  <  "'  +  "^- +---:+_«"  absteigend, 

für  ^  >  "       "*   '  ^^"  aufsteigend. 

An  der  Stelle 

X  =  "1  "*"  «2-1 h  Q» 

w 

hat  also  die  Funktion  q)  (x)  ein  Minimum   und   zugleich    iliren 

kleinsten  Wert. 

i?  10,").  Größter  und  kleinster  Wert  einer  stetigen 
Punktion.  Ist  die  Funktion  f{.r\  in  ^a,  h}  stetig,  so 
gibt  es  unter  ihren  Werten  einen  größten  und  einen 
kleinsten. 

Fin  in  <a,  fe  >  oiithalti-nes  Intervall  <ci,ß>  wollen  wir  einen 
ausgezeichneten  Teil  von  •  a,  />  >  nennen,  wenn  es  iu  <a,b/ 
keinen  Funktionswert  gibt,  der  alle  Funktionswerte 
in  (a,  ß}  übertrifft. 
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Wenn  man  (a.,  Vy  mittelst  des  Wertes 

rt  +  Ö 

in  (a,  C/  und  (c,  h)  zerlegt,  so  ist  wenigstens  eins  dieser 
beiden  Teilintervalle  ein  ausgezeichneter  Teil  von  <(a,  &)>.  Sonst 
ließen  sich  nämlich  in  <(a,  hy  cr^  und  .To  so  wählen,  daß 

in  <a,  c>  f\x)  <f(Xj)^ 

in  <c,  by  f{x)  K  f(x.^ 

ist.  Einer  der  beiden  Werte  f(x^),  fix.-^  wäre  dann  größer 
als  alle  Funktionswerte  in  (a,  Ij},  was  offenbar  ein  Wider- 
spruch ist. 

Es  gibt  also  in  (a,  &)>  sicher  eine  ausgezeichnete  Hälfte 
(a^,  b^}.  Ebenso  gibt  es  aber  in  <^a^,  h^y  eine  ausgezeichnete 
Hälfte  <(ö,,  b^y,  in  (a^,  b^y  eine  ausgezeichnete  HälfteX^'s,  b.^y-asw. 
Ist  ^  der  gemeinsame  Grenzwert  von  a^  und  b^,  so  läßt 
sich  zeigen,  daß  f(t,)  von  keinem  Funktionswert  in  (a,  by 
übertroffen  wird. 

Ist  nämlich  Xq  eine  beliebige  Stelle  in  (a,  by,  so  gibt  es 
in  <(«!,  &j^  eine  Stelle  x^,  so  daß  f'iXj)  ^fixo), 
in  (0,2,  b^y  eine  Stelle  x.^,   so  daß  /(^g)  ^ /(^'i)  ? 
in  <(«3 ,  feg)  eine  Stelle  x^ ,   so  daß  f{x^  ^  fi^i) 
ist,  usw. 
Da 

livcix^  =  t 

ist,  so  hat  mau   wegen  der  Stetigkeit 

Nun  ist  aber  f(x^,  f{x^,  f{x.2),  ■■■  eine  aufsteigende 
Folge,  also 

d.  h. 

Wendet  man  dieselbe  Betrachtung  auf  —  fipc)  an,  so  ge- 
langt raan  zu  einem  Funktionswert  /'(|),  der  in  <«,  6)  der 
kleinste  ist. 

Liegt  die  f)ben  mit  t  bezeichnete  Stelle  zwischen  a  und 
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h   (ist  also   I   von   a  und  h   verschieden),   so   muß,    falls  /"i^) 
existiert,  /'(l)  =  0  sein.     Denn  von   den  Differeuzenquotienten 

fU  +  h)  -  f{^)      /Xl  -  /O  -J\t) 
h  '  —h 

ist  der  eine,  u,  größer  gleich  Null,  der  andre,  v,  kleiner  gleich 
Null.     Da  bei  nach  Null  konvergierendem  li 

limn  =/"(|')     und     Yimv  =  f'(t,) 

ist,  so  kann  /"(^)  weder  positiv  noch  negativ  sein 

Wenn  die  mit  |  bezeichnete  Stelle  zwischen  a  und  // 
liegt  und  /'(|)  existiert,  so  muß  /Tl)  =  0  sein. 

§  106.  Auwendung'en.  1.  Der  in  i>  105  bewiesene,  von 
Weierstraß  herrührende  Satz  kann  zum  Beweise  des  Theorems 
von  Rolle  (§  (iß)  benutzt  werden.  Nach  der  dort  gemachten 
Voraussetzung  muß  wenigstens  eine  der  in  §  105  mit  |  bzw. 
I  bezeichneten  Stellen  zwischen  a  und  h  liegen,  wenn  ilie 
Funktion  nicht  durchweg  gleich  f'(a)  sein  soll. 

2.  fix)  habe  in  (ji,l>y  überall  eine  Ableitung,  und 
es  sei  / '(«) ^ /"'(^)-  Ist  dann  C  irgend  eine  Zahl  zwischen 
/"(a)  und  f'{h),  so  gibt  es  zwischen  a  und  h  eine  Stelle 
c,  so  daß  /■'(>■)  =  C  ist. 

Die  P'unktion 

(p  {jc)  =  f{x)  —  Cx 

ist  in  <a,  h)   stetig,   denn    sie    hat  in   (a,  li)   überall    eine    Ab- 
leitung, nämlich 

(p'{x)  =  f'{x)  —  C . 

Diese  Ableitung  ist  für  ./•  =  a  negativ,  für  ./  =  h  positiv 
oder  umgekehrt,  weil 

f(a)  -  C     und     /"(/>)  -  C 

entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Ist  nun  z.  B.  cp\a)  >  0  und  (p'{b)  <  0,  so  ist  g)(x)  rechts 
von  (t  gn'ißer  als  (f(a)  und  link.s  von  h  grr)ßer  als  (f(b).  (§  100) 
Weder  (f{(i)  noch  ^{b)  ist  also  der  größte  Wert  von  (p(x)  in 
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{a,  h).     Nach    §   105    gibt    es    also    zwischen    a    iiud   h  eine 
Stelle  c,  wo  der  größte  Wert  eintritt,  und  es  ist  dann 

cpis)-fV)-c  =  o. 

Im  Falle  q)'{a)  <  0  und  (p'{  b)  >  0  ti-itt  der  kleinste  Wert 
von  (fix)  an  einer  Stelle  c  zwischen  a  und  h  ein,  und  es  ist 
wieder  /"(c)  ==  C. 

3.  Wenn  f(x)  in  (o^V)  stetig  ist  und  für  jedes  x 
zwischen  a  und  h  die  Eigenschaft 

besitzt,  so  hat  man  bei  passender  W'ahl  der  Konstanten 
k,  ,u  in  dem  ganzen  Intervall  (ci,  h) 
fix)  =  Xx  -\-  u  . 

c  sei  ein  beliebiger  Wert  zwischen  a  und  h.  Dann  gibt 
€s  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades,  nämlich 

^-  ^       {a  —  &)(«  — c)'^  (&  —  e){b  —  ay      -'        {c  —  a){e  —  by  ^  ■  ' 

die  für  ic  =  a,  x  =  h,  x  =  c  die  Werte  /"(«),  /"(&),  /'(c)  annimmt. 

tp(x)  =  Q{x)  -  fix) 

ist  also  an   diesen  Stellen  gleich  NuU. 

gjix)  ist  wie  fix)  in  <(«,&>  stetig.  Nach  §  105  gibt  es 
also  zwischen  a  und  &  eine  Stelle  ^,  wo  der  größte,  und  eine 
Stelle  |,  wo  der  kleinste  Funktionswert  eintritt.^) 

Man  hat  nun,  für  a  <C  x  <Ch  und  liniA  =  0, 

lim^ ^^  +  ^0  +  y (a^  —  ^)  -  2y (a;)  _  ^^ (? (a;  +  /»)  +  g(a;  —  fe)  -  2  ^(a;) 
_  2/-(a)  _^  2/X&)      -^  2/-(c)  .^. 


(a  —  b)(a  —  c)        (^  —  c)  (ft  —  a)        (c  —  a)  (c  —  &) 
Es  ist  alscr  auch 

lim*^  '^  "^  ''^  +-'^^^  -_'^).- i^i^)  =  ^ 


1)  Wenn  einer  der  Werte  ^,  §  in  §  105  gleich  a  oder  ^  ist,  so 
können  wir  ihn  auch  gleich  c  setzen.  Wir  dürfen  daher  annehmen,  daß 
I,  §  beide  zwischen  a  und  h  liegen. 
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und 

lim^^^  +/0  +  f  (1  -  /'»  -  2  qp(i)  _  ^ 

Da  aber 
und 

ist,  so  handelt  es  sich  das  eine  Mal  um  den  Grenzwert  einer 
nicht  positiven,  das  andre  Mal  um  den  Grenzwert  einer  nicht 
negativen  Zahl.  K  kann  also  weder  positiv  noch  negaiiv  sein. 
Es  muß  vielmehr  JT  =  0  sein,  d.  h. 

c  war  ein  beliebiger  Wert  zwischen  a  und  h.  Unsere 
Gleichunir  bleibt  aber  auch  richtiu',  wenn  wir  c  durch  a  oder 
6  ersetzen.     Es  ist  also  in  dem  ganzen  Intervall  ^n,hy 

Dieser  Satz  rührt  von  H.  A.  Schwarz  her. 


Kapitel  X. 

Differentiation  von  Funktionen  mehrerer  Veräiulerliclier. 

§  IGT.  Partielle  Ableitungen,  /(.r,  y)  sei  in  dem 
Bereich 

definiert/)  den  wir  mit  <a,  &;  c,  d >  bezeichnen  wollen.*) 

Genügt    die    Konstante    //q    den    Bedingungen    c  ^y^-^d, 

so  ist 

/■(.r.//oi 

in  <  (t ,  h  •  eine  Funktion  (p(.r\  von  x. 

1)  Der  Einfachheit  wegen  beschränken  wir  uns  aiit  Funktionen  von 
zwei  Veränderlichen. 

•2)  <^a,  b;  c,  d >  bedeutet  geometriscii  ein  Parallelopraium.  d'-uen 
Seiten  parallel  zu  den  Achsen  sind. 
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Ebenso  ist 

in  (c,  (1/  eine  Funktion  j/'O/)  von  //,  wenn  die  Konstante  Xq 
den  Bedingungen  a  ^  Xq  ^h  genügt. 

Existiert  nun  (p'(Xq  ) ,  so  nennt  man  es 
die  Ableitung  von   f\x,y\   nach   x  an  der  Stelle  (Xq,]!^). 

Existiert  'i''{yQi,  so  nennt  man  es 
die  Ableitung  von  f\x.y     nach   y  an   der  Stelle   (x^,  y^). 

Beide  heißen  die  partiellen  Ableitungen  von  f(x,  y) 
an  der  Stelle  (xq,  //q).  Die  Berechnung  einer  solchen  Ab- 
leitung heißt  partielle  Differentiation. 

Man  hat  für  (f'ix^^)  die  Bezeichnung 

Ix  ^-^Qf  Ifo)} 
für  i/''(//ü)  ^iö  Bezeichnung 

/'/(^o;l/o)- 
Existieren 

fx'(:^,  y)     ^uid    /VU';  2/  • 

in  <^a,  b-^  c,  dy,  so  kann  es  sein,  daß  sie  sich  an  der  Stelle 
[Xq,  y^]  wieder  nach  a;  und  y  differenzieren  lassen.  Die  Ab- 
leitungen von  fj(x,y)  nach  x  und  y  an  der  Stelle  iXQ,yQ) 
bezeichnet  man  mit 

fJ-r (■Z'o ,  yo)     ^z^'-     fJ'J (^0 >  Vq)  ^ 
die    Ableitungen    von   f\'{Xj  y '    nach    x    und    y    an    der    Stelle 
K^^o)  mit 

f'j'xi^o^  yo)     bzw.     fjjx^yf,). 

Diese  vier  Zahlen  nennt  man  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  ^j  von  f(x,y)  an  der  Stelle  [x^.  y^). 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  partiellen  Ableitungen  von 
dritter  und  höherer  Ordnung  definiert  und  bezeichnet. 

Es  gibt,  wie  man  sieht,  2"  partielle  Ableitungen  ;«-ter 
Ordnuncr.  Für  fjewöhnlich  reduziert  sich  aber  ihre  Zahl  auf 
n  -\-  1.  Z.  B.  gibt  es,  wie  wir  sehen  werden,  für  gewöhnlich 
nur  drei  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung. 


1)  oder  kurz  die  zweiten  Ableitungen. 
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§  108.  f.t.',f  und  ffl'jp .  Wenn  in  <a,  6;  c,  rf)  die  partiellen 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  von  f(x,y) 
existieren,  so  ist  an  jeder  Stelle  {xQ,y.^,  wo  f^',,,  f,j"x. 
stetig  sind,  f,^'„  =  fyx- 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  den  Ausdruck 
({Xq  +  //,  «/„  +  li)  -  f{x^  +  //,  ?/o) 

-/'(^o??/o+  ^O  +/*(^o,?/o)- 
Der    Punkt    {pcQ-\-  h,yQ-\- Ji)    soll    wie    U^,  ^o)    i^    <''';&;  c,  f^> 
liegen.     //  und  /.•  sind  von  Null  verschieden. 

Setzen  wir 

fi {^)  =  f{x,  Ho  +  ^)  -  fiß,  Vq) 
und 

fAv)  =  /"(^o  +  ^'^  y)  -  fl^o,  y), 

so  wird  der  obige  Ausdruck  gleich 
und  auch  gleich 

Nach  dem  Mittelwertsatz  ist  nun 

f,(x^  +-  h)  -  /;(rro)  =  l>f,\x,  +  ^i/O     (0  <  #,  <  1) 
und 

AC'/o  +  ^0  -  /2(!/o)  =  ^-A'O/o  +  ^2^')  •     (0  <  ^,  <  1.) 
Man  hat,  ausführlich  geschrieben, 

f^(x,  +  ^,i>)  =  /V( .To  Jr^,h,y,  +  Ä-)  -  /;(>„  f  ^,;,,  I/o) 

und 

/■/O/o  +  ^%^)  =  A'(^'o  +  ^'^  .'/o  +  ^2^-)  -  fyi^o,  .Vo  +  ^2^')  • 

Hier  läßt  sich  wieder  der  Mittelwertsatz  anwenden.  Dabei 
ergibt  sich 

f\'[x,,  +  ^,h)  =  l:fj'y{x^  +»J',yo+  ^1^-)     (0  <  ^1  <  1) 
und 

/a'lyo  +  ^2/')  =  f'f'J'Ä^o  +  ^2''.  .Vo  +  ^%f^y    (0  <  ^,<  1) 
Wir  sehen  also,  daß 

ist.     Lassen  wir  Ä  und  k  nach  Null   konvergieren,  so  konver- 
gieren die  beiden  Seiten  der  Gleichung  nach 
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fxy  (^0  7  !/o^     bzw.     /;;;. ( a:o ,  y^) , 
Tveil   wir   vorausgesetzt   haben,   daß  fji   und  /„','.   au   der  Stelle 
(oCq,  ?/o)  stetig  sind. 
Es  ist  also 

txtj\Xoj  Vo)  ^  l>i.i\^o^  Po)  - 

§  109.  DiflFerentiale.  Wenn  fiJ:,y)  in  <^a,h]C,dy  die 
Ableitungen  /'/,  /]/  hat  und  (jr,  y)  ein  Punkt  in  <^«,  b]  c,  d)  ist, 
so  nennt  man  den  Ausdruck 

das  Differential  von  f{x,y)  an  der  Stelle  {x,y)  und  be- 
zeichnet es  mit  df{x,  y). 

Ii  und  /i'  sind  zwei  Konstanten,  und  man  benutzt  bei  allen 
Funktionen  dieselben  Konstanten. 

Wendet  man  die  Formel 

<if{^,  y)  =  /LX-^;  y)^^  +  fyipc,  y)ii 

auf  die  beiden  Funktionen 

fix,  ij)=x     und    f{x,  y)  =  y 

an,  so  ergibt  sich 

(Ix  =  //     bzw.     (7//  =  Ic . 

Wir  können  also  Jt  und  A'  als  die  Differentiale  von  x  und 
y  betrachten  und  schreiben 

df{x,y)=^f^'dx-^f,;dy. 
Das  Differential  von  ^/'(ic,  y)  bezeichnet  man  mit 

<^'f(^,y), 

das  Differential  hiervon  mit 

d^f(x,  y) 
usw. 

Bei  Bildung  dieser   höheren  Differentiale  von  f(x,y) 

hat   man  h  und  /.■  oder  dx  und  dy  als  Konstanten  anzusehen. 

Man  findet^; 

d^f(x,  y)  =  fZdoc^  +  fJi>dxdy  +  f^dxdy  +  /;;,//y- 


1)     Aus     der     Definition     von     df{.r,  y)     folgt     unmittelbar,     daß 
<iif-\-  y)  =  <H^+  d(j  und  (^(c/")  =  cdf  (c  konstant)  ist. 

Kowalewüki,  Differential-  und  Integral-Rechnung.  9 
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oder,  wenn  f^'y  =  fy"^  ist, 

d^fix,  y)  =  t7xdx-  +  2f,r",dxdy  +  fy'ydyK 
In  ähnlicher  Weise  berechnet  man 

d^f(x,y),  d^f(x,y)  usw. 

§  110.  Diflferentiation  zusammengesetzter  Funk- 
tionen. F(u,  v)  sei  eine  Funktion  von  h,  v  in  dem  Bereich 
<(«,  ß:  y,  öy,  fix,  y)  und  g(x,  y)  seien  Funktionen  von  x,  y  in 
dem  Bereich  (a,  h;  c,  dy.  Außerdem  seien  f{x,  y),  g{x,  y)  so 
beschaffen,  daß  immer 

a  ^  f{x,  y)^ß     und     y  £  g{x,  y)  £  d  . 

Setzen  wir 

"  =  fy^,  y),     v  =  g(x,y) 
und 

z  =  F{h,v), 

so  ist  z  durch  Vermittlung  vou  u  und  r  eine  Funktion  von 
x,y  in  dem  Bereich  <  a,b;  c,  dy,  und  wir  können  schreiben 

z  =  F{fXx,y),g{x,y)). 

Wenn  f{x,y)  und  g{x,y)  an  der  Stelle  {x,y)  stetig 
sind  und  F{ii,v)  an  der  Stelle  ü  =  f{x,y),  v  =  g{x,y) 
stetig  ist,  so  ist  F(f{x,  y),  g{x,  y))  an  der  Stelle  {x,y) 
stetig.^) 

Wir  wollen  jetzt  das  Differential  dz  berechnen.  Voraus- 
gesetzt wird  dabei,  daß  in  <  a,  h-^c,  dy 

f.r'>  t\n  ilx,  9y 

und  in  <  «,  /3;  j',  6/ 

F'  F' 

existieren.  Von  F^[,  /'/  fordern  wir  überdies,  daß  sie  in 
<a,  /3;  7,  by  stetig  sind. 

Es  kommt  darauf  an,  die  Ableitungen  von  z  nach  ./  und 
nach  y  zu  finden. 

Setzen  wir  - ) 

f{x  +  //,  //i  —  fKX,  y)  =  Au, 
g ix  -r  Ä ,  // 1  —  g{x,  y)  =  Av, 

1)  Beweis  wie  in  §  64. 

2)  (a;-)-Ä,y)  ist  wie  (x,y)  ein  Tunkt  in  \u ,b:  c,dy. 


DiJBFerentiation  zusammengesetzter  Funktionen.  131 


so  lautet  der  Differenzenquotient  von  z  nach  x 

Jz F{u  -\-  Ju,  V  -f-  -^w)  —  F{u,  v) 

h    ^  h 

Der  Zähler  ist  die  Summe  von 

F(ii  +  zlu,  V  +  z/r)  —  F(u,  v  -\-  zJv) 
und 

Fi'u,  V  +  z/r)  —  F{h,  v)  . 

Diese  beiden  Differenzen  lassen  sich  aber  nach  dem  Mittel- 
wertsatz so  schreiben 

F^'{h  4-  &Jh,  V  -\-  Jv)Jn  (0  <  0-  <  1) 

bzw. 

F^(u,  V  +  ^zJv)^v .  (0  <  ^  <  1) 

Man  hat  also 

"^  =  FJiu  +  &zlu,  V  +  ^v)^  +  F;{u,  V  +  ^zJv)^- 
Lassen  wir  ]i  nach  Null  konvergieren,  so  wird 

mithin 

limzJu  =  0,     limz/v  =  0, 

und  wegen  der  Stetigkeit  von  F^',  F! 

limi^„'(w  +  ^^«,  V  +  z/w)  =  F^{u,  v), 
WmF^iii,  V  +  &z!v)  =  F;{u,  v). 
Es  ergibt  sich  somit 

r  '=  F'u  '+  F'v  '. 
und  in  derselben  Weise 

so  daß 

dz  =  ^Jdx  4-  zjdy 

=  K\<dx  +  u^dy)  +  FJivJdx  +  vjdy), 
oder 

dz  =  zjdu  +  zjdv 
wird. 

Genau   ebenso  würde  dz  aussehen,    wenn   u  und   v 
die  unabhängigen  Veränderlichen  wären. 
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Wenn  auch  die  zweiten  Ableitungen  von  x  und  v  in 
<(a,  6;  c,  d)  existieren  und  die  zweiten  Ableitungen  von  F^u,  ri 
in  (^a,  ß-^  y,  dy  stetig  sind,  so  hat  man  ^) 

cl^z  =  dzjdu  +  dz^dv 

+  z^d^H  -\-  z^d'i- , 
also 

d'h  =  s''du^  +  2z''dudv  +  z''dv-  +  z'd-u  +  z'd-v. 

In  ähnlicher  Weise  berechnen  sich  d'^z,d^z,... 
Die  Formeln  für  d^z,  d^z,  . . .   sehen  anders  aus  als  wenn 
u,  V  die  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 
Haben  aber  a  und  v  die  Form 

Ix  -\-  ^ly  -\-  V         (A,  u,  V  Konstanten) 

so,   sehen  die  Formeln  ebenso  aus  wie  im  Falle  u  =  .r,  v  =  y. 
Denn  es  wird  offenbar 

d^u  =  d"'u  =  •  •  •  =  0     und     d^v  ==  d^v  ^  •  ■  •  =  0 . 

§111.  Mittelwertsatz.  f{x, !/)  li a b e  i u  <a,  a  +  // ;  h,  h  +  /./ 
stetige  erste  Ableitungen.     Dann  ist 

fia  +  ],,h  +  l-)-fla,b) 

und  0  <■{)•<  1. 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Funktion 

(f  (f)  =  f{a  +  /A ,  />  +  fJc) .  {0£f£  l) 

Nach  §  110  ist 
v\f)  =  /x'(«  +  ^/',  ?>  4-  //.)/'  +  /Vi «  +  fl>,  h  +  /ZV.-, 
und  der  Mittelwertsatz  aus  §  67  liefert 

(f(l)-<p{0)  =  (p'(&).  (0<^<1) 

Das  ist  aber  die  obige  Formel. 

Bemerkung.  Wenn  f{x,y)  in  (^a ,  b:  r,  d}  stetige  erste 
Ableitungen    hat,    so    ist    f(x,  y)    in    dem    genannten    Bereich 

1)  Wir  benutzen  hier,  daß  für  oin  Produkt  von  zwei  Funktionen 
u{x,y),  v{.r,y)  die  Formel  gilt  d  uv)  =:  rdii  -\-  ud r.  Dies  ergibt  sich 
aus  der  allgemeinen  Formel  für  dz,  wenn  man  F{u,v)  =  tiv  setzt. 
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ebenfalls  stetig.     Sind  nämlich  [x,  y)  und  (x  -\-  lt,y  -\-  li)  zwei 
Punkte  des  Bereiches,  so  ist 

f{x  ■\-li,y^  Je)  =  f(x,  y)  +  hfj{x,  y)  +  1ify{x,  y) . 
(x  =  x  +  »h  ,      y  ^y  -\-  ?^lc,      0  <  #  <  1) 

Hieraus  folgt,  Tvenn  A   und  h  nach  Null  konvergieren, 
lim/'(a;  -\-li,y  ^1)=  f(x,  y)  . 

Man  kann  dies  auch  mit  Hilfe  des  Mittelwertsatzes  aus 
§  67  beweisen. 

fix  -j-h,  y  ^  Je)  —  f{x,  li) 

ist  nämlich  die  Summe  von 

f{x  +  Ji,  y  +  l-)-fXx,  y  +  J:) 
und 

f{x.  y  +  h)-  fix,  y), 
also  gleich 

/?/;  {x  +  &J,,  y  +  /.)  +  Ä/;  (x,  y  +  m.      (0  <  &,  »  <  1) 

§  112.  Taylorsche  Formel.  z  =  f{x,y)  habe  in 
<[x,  X  -\-  Jr.y.  y  -j-  J:^  stetige  Ableitungen  bis  zur  w-ten 
Ordnung.     Dann  gilt  die  Formel 

.  dz    ,    cPz    ,  ,     d"-h     ,    -D 

^^  =  1:   +-2!    +---  +  (n^D!  +  ^- 
Dabei  ist 

Jz  =  fix  +  Ji,  y  +  Je)  —  fix,  y),     dx==Ji ,     dy  =  Je 
und 

jj  bedeutet  eine  positive  ganze  Zahl,  die  man  beliebig 
gewählt  hat. 

Zum  Beweis  setzen  wir  ^) 

cp(t}  =  f(x-\-tJi,y  +  tJc). 
Hier  sind 

ti  =  X  -\-  tJi,     V  =  y  -{-  tJi 

von  solcher  Form,  daß 


1)  X,  i) ,  h,  k  werden  jetzt  als  Konstanten  betrachtet. 
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(J^u  =  (J^u  =  •  •    =  0     und     ä'^v  =  d'^r  =  •  • .  =  0 
ist. 

Man   bat  also  ( i>  HO) 

Setzt  man  dt  =  1 ,  so  wird 

du  =  h ,     d V  =  Je . 

Für  d^'(p{f)  können  wir  dann  auch  schreiben  (p^''\t). 

Um  nun  unsere  Formel  für  Jz  zu  gewinnen,  braucht  man 
nur  zu  benutzen,  daß  nach  §  74 


ist  und 


(!-«•) 


H-/^ 


Kapitel  XI. 
Maxima  und   Minima. 

§  113.  Definition.  (-^'0,1/0)  sei  ein  innerer  Punkt  des 
Definitionsbereichs  von  /'(x,  y).^) 

Man  sagt,  [(x,  y)  habe  an  der  Stelle  {Xq,  y^  ein  Maxim  um 
(Minimum)/)  wenn  sich  um  {x^^y^  eine  Umgebung  {x^— (, 
^0  +  *!  ^0""  ^y  ?/o+  *)  konstruieren  läßt,  so  daß  der  Funktion.s- 
wert  f{xQ,y^  darin  der  größte  (kleinste)  ist  und  nur  an  der 
Stelle  {Xq,  I/o)  angenommen  wird. 

Wenn  fipc^^y^  ein  Extremum  (d.h.  ein  Maximum  oder 
Minimum)  ist  und   /j.'(Jo,  y/o).  fX^nyVa)  existieren,  so  muß 


1)  D.h.  alle  l'uukle   cinrr  gewissen  Umgebung  von   {x^^y^)  sollen 
jenem  Bereich  angehören. 

2)  oder  f{x^ ,  y^)  sei  ein  Ma.\iuauiu  (Minimum). 
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In  der  Tat  hat  die  Funktion 
an  der  Stelle  Xq  und  die  Funktion 

an  der  Stelle  y^  ein  Extremura.     Nach  §  99  ist  also 

(p' ^^o)  =  fJ  {^0,  Vo)  =  ^ 
und 

§  114.  Anwendung-  der  Taylorschen  Formel.  t\^:,y) 
habe  in  einer  gewissen  Umgelning  von  {Xq,  y^)  stetige  erste 
und  zweite  Ableitungen.     Ferner  sei 

f,  (^0 ,  2/o)  =  0 ;     f'y  (^0 ;  ?/o')  =  0  • 
Liegt  nun  (x^  +  h,  y^  -\-  Je)   in   der   genannten  Umgebung 
von  (.t'o,  y^),  so  hat  man  nach  der  Taylorschen  Formel 

/■(^o  +  /',  ^0  +  ^>  =  f{Xo>  Vo)  +  (tO  {0<»<  1). 

Setzen  wir 

Xf,  +  0-/<  =  ^,    «/o  +  ^l=  y, 

so  wird,  ausführlich  geschrieben 

f\Xo-\-h,  y^  +  A-)  =/"(ä;o,  y^) 

Will  mau  entscheiden,  ob  [{Xq,  y^)  ein  Extremum  ist,  so 
kommt  es  auf  das  Verhalten  von 

fL  (■?;  y)  ^*'  +  2/1'i/  '>"^  f )  J'^'  +  /"^'i/  C^".  ^)  ^' 
an. 

Einen  solchen  Ausdruck  nennt   man   eine   quadratische 

Form  in  Ji,  l'. 

§  115.  Binäre  quadratische  Formen.  Wir  wollen 
eine  quadratische  Form  in  Jt,  k  betrachten 

(p  (h,  1-)  =  «0  /r  +  2a^  hl-  +  «2  ^'''• 

Es  gibt  quadratische  Formen,  die  nur  versehwinden,  wenn 

h  =  0     und     /•  =  0 
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ist.     Wir  wollen  sie  definite  Formen  nennen.    Eine  definite 
Form  ist  z.  B. 

Wenn    (f(Ji,lc)    definit    sein  soll,    muß    ^'o  ^  ^   ^®'^-      ^"^ 
Falle  «Q  =  0  hat  man  nämlich 

und  (f{h,  /.)  verschwindet,  wenn  man  k  gleich  Null  setzt  und 
li  einen  beliebigen  Wert  erteilt. 

Wpuu  üq  ^  0  ist,  so  dürfen  wir  schreiben: 

(f  (Ji,  k)  =  —  (cIq'Ji^  +  -'^(,f'i  J'k  +  ÜQÜ^k^) 
oder 

(f  (h,  kj  =       {  (üq/i  -f-  '(^ /■•  I-  +  (fio'f^  ~  tti'^k^]. 

Im  Falle 

((f,ao  —  Oi^  ^  0 

verschwindet  cp  (Ji ,  k ),  wenn 


ÜQ h  -\-  «1  /.•  =  k  Yuj^  —  üq flg 

d.  h. 


h 


^    —«1    +1^«!*—  «„«i    j. 


gesetzt  wird,  und  /,•  irgend  einen  Wert  hat.     g?  (Ji,  k)    ist  also 
nicht  definit. 
Im  Falle 

a^rto  —  a^-  >  0 

verschwindet   (p{h,  k)   nur   für    li  =  0,  /.•  =  0,    ist    also    definit. 
Wir  bemerken  zuorleich,  daß 

a^^(f  (h,  /.)  (//,  k  =t=  0,  ()/) 

immer  positiv  ist. 

Es  gilt  also  folgender  Satz: 
Die  quadratische  Form 

(IqIi-  -\-  '2njtk  -\-  (ijr 
ist  dann   und  nur  dann   definit,  wenn 


1    /»,  A-  =4=  0,   ü  soll  heißen,  «Uli  h,  k  nicht  beide  gleich  Null  sind. 
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ist.\)  Eine  definite  Form  hat  für  //,  l'=^0,  0  dasselbe 
Zeichen  wie  ihre  äußersten  Koeffizienten  ( d.  h.  a^  und  a^). 

§  116.    Kriterium   für   Maxima   und   Minima.     Wir 

machen  über  f(x,  y)  dieselben  Voraussetzungen  wie  in  §  114. 

Stellt    sich  heraus,  daß  in  einer  gewissen  Umgebung  von 

ist,  so  können  wir  schließen,  daß  an  der  SteUe  {xq,  y^)  ein  Ex- 
tremum  eintritt,  (i'-f  hat  nämlich  das  Zeichen  von  f^'-^  und 
dieses  ist  in  der  genannten  Umgebung  konstant,  weil  f^^^ 
nirgends  verschwindet.  Wäre  f^.\.  an  der  Stelle  (x,  y)  positiv 
und  an  der  Stelle  (x  -\-  h,  y  -{-  li)  negativ,  so  müßte  es  an  einer 
Stelle  \x  +  ^h,  y  +  ■9-Ä),  0  <  -9-  <  1,  den  Wert  Xull  annehmen, 
denn  die  Funktion 

^{t)  =  tZix  +  th,  y  +  a-) 

ist  in  <^0,  1)>  stetig  und  für  f  =  0  positiv,  für  t  =  1  negativ. 
(Vgl.  §  33.) 

Es  genügt  aber  in  unserem  Falle,  wenn 

ist.  Denn  die  zweiten  Ableitungen  sind  stetig,  und  es  gilt 
über  stetige  Funktionen  fol^^ender  Satz: 

Wenn  F{x,  y)   an   der  Stelle   (x^,  y^^)   stetig   ist   und 
man  hat 

^(^0.  //o)  >  0, 
so  läßt  sich  um  (xq,  y^)   eine  Umgebung   konstruieren, 
in   welcher   nur   positive  Funktionswerte   vorkommen. 
Gäbe  es  in  jedem  Bereich 

(^'0 -  „,  ^'o  +  „ ;  yo-  „,  yo+  l)  («  =  i,  2,  3, . . .) 

eiae  Stelle  (x^,  yj,  so  daß 

F(x„,yj<0 


1)  Wenn  (tf,a^  —  Oj  ->0,  so  sind  a^  und  a,  beide  von  Xull  verschieden. 
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ist,  so  hätte  man  lim  x^^  =  x^  und  lim  y^^  =  (/^,,  also  wegen  der 
Stetigkeit 

lim  F{x^,  ii„)  =  F{x^,  ij^). 

Da  kein  F(x„,  yj  positiv  ist,  so  könnte  auch  F(Xq,  y^,)  nicht 
positiv  sein.  Das  widerspricht  aber  der  Voraussetzung  Fix^^y^  l>(). 
Wir  können  demnach  folgendes  Theorem  aufstellen: 
f(x,y)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  (^o' ^o) 
stetige  erste  und  zweite  Ableitungen.     Ferner  sei 

/"xC'^O.  yi^^  =0;   /",/(^0'  2/0)  =  <^ 
und 

f'L-  '  -^-o;  yQ)fy'j  (*'o»  ?/o)  -  {f'xu  ('^ü;  Vü^f  >  ^^ 

Dann  ist  f^x^.  y^)  ein  Minimum  oder  ein  Maximum, 
je  nachdem 

CÄ^oy  Vo)  >  ^>     «der     Cjx^,  y^XO. 

§  117.    Größter  und  kleinster  Wert  einer  stetigen 

Funktion.     /'(./;,  y)  sei  in  ya,  l>\  c,  d/  stetig. 

Wir  wollen  x,  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  be- 
trachten. Dann  ist  <^a,  6;  c,  d/  ein  Rechteck,  dessen  Seiten 
parallel  zu  den  Achsen  sind. 

Ein  in  <«,  &;  c,  (/)  enthaltenes  Rechteck 

<a,  /3;  7.  d>  {a£a<ß<b,  c<y<ö  <d) 

möge  ein  ausgezeichneter  Teil  von  <[a,  b]  c,  d/  heißen, 
wenn  es  in  (a,  h-^  c,  dy  keinen  Funktionsvvert  gibt,  der  alle 
Funktionswerte  in  <^u,  /3;  y,  d)>  übertrifft. 

Teilt    Juan    das    Rechteck    <  a,  Jr,  c,  dy    in    die    vier    Teil- 
rechtecke 


/       a-\-h  c+d\ 

V'    T  ;  c»  -  2  7' 

/       «  -f  //     c  -\-d       \ 

\    T    '  ^''    ^'      T    /' 
/a-f  6  c  +  rf    J 
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SO  ist  wenigstens  eins  von  ihnen  ein  ausgezeichneter  Teil  von 
<^ö,  h]  c,  (T).  Sonst  gäbe  es  nämlich  einen  Funktionsvrert 
/T.r,,,  y, )  in  ^a,  h;  c.  dy,  der  alle  Funktionswerte  in  dem  2'-ten 
Teilrechteck  übertrifft.     Der  größte  unter  den  Werten 

f(^\,  y.)  (r=l,2,  3,  4) 

würde  dann  alle  Fuuktionswerte  in  (a,  h-^  c,  d/  übertreffen; 
was  ein  Widerspruch  ist. 

In  ^'a,  h\  c,  r//  gibt  es  also,  wie  wir  kurz  sagen  wollen, 
ein  ausgezeichnetes  Viertel  (a^,  6j;  q,  (l■^/,  in  (ji^,  h^\  c\,  di) 
wieder  ein  ausgezeichnetes  Viertel  (^a^,  h.2:  c^,  d^  usw. 

Bezeichnen  wir  mit  |  den  gemeinsamen  Grenzwert  von  a„ 
und  6^,  mit  ?;  den  gemeinsamen  Grenzwert  von  c^  und  d^,  so 
wird  /"(^j  ri)  von  keinem  Funktionswert  in  ^'a,  6;  c,  d/  über- 
troffen.    Das  ercribt  sich  in  folgender  Weise. 

{Xq,  j/o)  sei  eine  beliebige  Steile  in  (a,  b]  c,  d}.  Dann 
gibt  es  in  <(aj,  \:  (\,  d^)  einen  Funktionswert  [{x^,  y^),  so  daß 

in  (^a.2,  h^]  c^,  d.^/  einen  Funktionswert  f\x^,  y^),  so  daß 

usw. 

Da 

lim  x^  =  l,  lim  y^  =  r, 

ist,  so  hat  man  wegen  der  Stetigkeit 

lim/-(:r„,  yj==f(^,  r^), 
also 

f(^,  r,)>f{xQ,  y^). 

Wendet  man  die  obige  Betrachtung  auf  die  Funktion 
~f{^y  y)  ^^>  so  erkennt  man.  daß  es  in  (a,  &;  c,  d}  einen 
Funktionswert  /"(!,  r^)  gibt,  der  keinen  andern  Funktionswert 
übertrifft. 

W^enn  (|,  Vj)  ein  innerer  Punkt  von  (a,  b:  c,  d;>  ist, 
und  /j'(|,  rj),  f,j'(^,  1])  existieren,  so  muß 

/•;(!,  ^)  =  0     und     /^(S,  7;)  =  0 
sein. 
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f{^,  j])  ist  nämlich  der  größte  Wert  von 
<p(x)  =  f{x,r])     in     <a,  6> 


und  von 


nnd 


Nach  i?  lOö  ist  daher 


Kapitel  XII. 

UmkeliriiH^    von    Finiktioiieii    inul    Fuiiktioiissystemen. 

§  118.     Umkehrung  einer   stetigen  Punktion /(.ir) - 

y  =  f{x)  sei  in  dem  Intervall  <a,  h}  stetig. 

Wir  wollen  versuchen  diese  Funktion  umzukehren,  d.  h. 
X  als  Funktion  von  ij  zu  betrachten. 

Soll  dies  möglich  sein,  so  darf  die  Funktion  keinen 
Wert  mehr  als  einmal  annehmen.  Sonst  würden  nämlich 
zu  einem  AVert  von  //  mehrere  Werte  von  x  gehören,  was 
unserm  Fnnktionsbegriff  widerspricht,  wonach  jedem  Wert  der 
unabhängigen  Veränderlichen  nur  ein  Wert  der  abhängigen 
entsprechen  soll. 

Wenn  also  r  und  c^  zwei  verschiedene  Werte  aus  <^a,  hy 
sind,  so  muß  immer  t{c)^f(cj)  sein. 

Wir  wollen  jetzt  drei  Werte  Xi,  x^,  x^  aus  <a,  h/  heraus- 
greifen, die  in  der  Bezielnintr 

stehen,  so  daß  x.,  zwischen  x^  und  ./\,  liegt.  Es  läßt  sich 
zeiuen,  daß  dann  auch  fi.i),)  zwischru  /i.<',  )  und  /'(x^)  ent- 
halten ist.  Wäre  nämlich  /\./'g)  eine  Zahl  außerhall»  des  Inter- 
valles  <^f(Xi),  fi^'s)},  so  gäbe  es  eine  Zahl  C,  die  sowohl 
zwischen  f'{x^)  und  f(x^)  als  auch  zwischen  f(x^)  und  /'{x^} 
liegt.     Da  f{x)  stetig  ist,   so   gäbe   es  nach  §  3)»  zwischen  x^ 
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und  X.2   eine  Stelle   c   und    zwischen   x.^    und   x.^   eine  Stelle  c\, 
so  daß 

f{c)  =  C     und     f{c^)  =  C 

ist.     Das  widerspricht  aber  der  Forderung  f(c)^f(c\). 

fix)  muß  also  in  \a,  h)  monoton  .^ein,  d.  h.  bei  wachsen- 
dem X  stets  zunehmen  oder  stets  abnehmen. 

Andererseits  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  eine  in  <(a,  hy 
monotone  und  stetige  Funktion  sich  umkehren  läßt. 

Setzen   wir  nämlich 

so  gehört  zu  jedem  Wert  y  in  (,A,  B)  ein  und  nur  ein  Wert  x 
in  <^a,  h/  derart,  daß  y  =  /'(a;j  ist. 

Es  gibt  also  in  dem  Intervall  <^A.  B/  eine  und  nur 
eine  Funktion 

so  daß  in  <(^Ä,  B} 

a  <,  (fiif)  <,  h     und     //  =  f((p  (i/)) 
ist. 

(f  (y)  heißt  die  Umkehrung  von  fix)  oder  die  zu  f\x) 
inverse  Funktion. 

(p  (x)  ist  in  (Ä,  B/  monoton  und  stetig.  Daß  q)  {ij) 
monoton  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Um  die  Stetigkeit  zu  be- 
weisen, müssen  wir  zeigen,  daß  aus^) 

lim  ?/„  =  y 
immer  folgt 

'im  ^(}ln^  =  ^(jl)- 

^(ßi))  'P  (1/2)7  ^  (y-s)}  •  •  ■  ist  eine  beschränkte  Zahlenfolge.   Hebt 
man  aus  ihr  eine  konvergente  Teilfolffe 

(p{yi)>  viVi),  ^iv-i),  ■■■ 

heraus-)  und  setzt 

^n=9>(yn), 

SO  ist 

^)  2/»  2/11  !/2!  •  •  •  gehören  alle  dem  Intervall  /.l,  ]};>  an. 
2)  Jeder  Häufungswert  der   Folge   cp(y^),  cp(y^),  <3p(2/s),  ••■  ist   der 
Grenzwert  einer  solchen  Teilfolgre. 
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also  wegen  der  Stetigkeit  von  fix) 

ij  =  f(\m\x^. 
Daraus  folgt 

lim  x^=^  (p  i'ij) . 

cp  (y)  ist  also  der  einzige  Häufungswert  von  (fiy^),  ^(V'i), 
(p  (2/3),  .  .  .,  so  daß  lim  (f  (yj  =  (p{y)  ist. 

Offenbar  ist  f(x)  die  Umkehrung  von  q  (//).  Man 
sagt  daher  auch,  /"  und  q   seien  zueinander  invers. 

§  119.  Umkehrung  von  cos  x  und  sin  jr.  Wir  wollen 
jetzt  die  in  §  92  definierten  Funktionen  Kosinus  und  Sinus 
umkehren. 

Wir  bezeichneten  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung 
cos  ic  =  0  mit  ;r/2 .     Aus  §  94  ist  zu  entnehmen,  daß  sin  x  in 

dem  Intervall   [0,    .,  j  positiv  ist.     Da  nun 
(cos  x)'  =  —  sin  X, 

so    nimmt   die    Funktion    cos  x    in   (0,  — )  von  1  bis  0  ab')- 

Aus 

(sin  x)'  =  cos  X 

ersieht  man,  daß  die  Funktion  sin  x  in  (O,  _^  )  von  0  bis  1  zu- 
nimmt.    WegL-n 

sin  X  =  —  sin  ( —  x) 

nimmt   sie   in  (—  ^ ,  O)  von  —  1   bis  0  zu. 
Die  Formel 

cos  Ix-i-  .,  )  =  —  sin  x 

läßt  erkennen,  daß  cos  .r  in  (  ^,  ,  n-)  von  0  ]»is  —  1    abnimmt. 

cos  X  ist  also  in  <  0,  ,t  >  und  sin  x  in  (—  .,  ,  '^f  monoton 
und  stetig.     Beide   Funktionen   lassen  sich  also  umkehren. 

1)  Wir  lassen  den  Zusatz  ,,bei  wachsendem  x"  der  Kürze  halber  fort. 
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Die  Umkehrung  von  y  =  cos  ./;  in  (0,  %}  nennt  man 
arc  cos  ?/     (d.h.  arcus  cosinusj/\ 

die  Umkehrung  von  y  =  sin  x  in  ( — ^  ,   ^) 

arc  sin  y,     (d.  h.  arcus  sinus  y). 

Beide    Funktionen    sind    in    dem    Intervall    <^—  1,  1/    monoton 
und  stetig. 

Neben  Kosinus  und  Sinus  betrachtet  mau  den    Quotienten 

sin  X 
eos.c 

und  nennt  ihn  tg  ^^  (d.  h.  Tangens  rc).    tg  a;  ist  nur  an  solchen 
Stellen  bedeutungslos,  wo  cos  a;  =  0  ist. 

Die  Ableitung  von.tga;  findet  man  nach  der  Kegel  für 
die  Differentiation  eines  Quotienten: 

.        N ,        cos  j;  (sin  x)'  —  sin  x  (cos  aS)  1 

I  tg  X)   =  ^ — 5 ^^ =  r-  • 

In  dem  Intervall  ( — ^ ,  \A  ist  tga;  monoton  und  stetig. 
Die  Umkehrung  von  tg  x  nennt  man 

arc  tg  X     (d.  h.  arcus  tangens  x). 
Ebenso  läßt  sich 

—. —  =  cot  X     I  d.  h.  Co  tangens  :c) 
sin  X  o  / 

in  dem  Intervall  (0,  zt)  umkehren,     cot  x  hat  nämlich  die  xlb- 

leitung 

/      .     -,,        sin  ic  (cos  X)  —  cos  x  (sin  icY  1 

(cot  X)    =  ^^ V-r !^ '-  = ^^^• 

Die  Umkehrung  von  cot  x  nennt  mau 

arc  cot  ^     (d.h.  arcus  cotangens  j;). 

§  120.  Die  Ableitungen  inverser  Funktionen.  f{x) 
sei  in  ^a,  //>  monoton  und  stetig  und  habe  an  der  Stelle  x^ 
eine  von  XuU  verschiedene  Ableitung  f  {x^. 

(f{y)  sei    die  Umkehrung   von  f{x)   und   yQ  =  {(Xq),    also 
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Liegt  2/0 +  /'■(/••§  0)  in  <^Ä,  5>»),  so  liegt 

in  <(a,  by,  und  mau  hat  zugleich  Vo  +  ^'  =  /^(•^o  +  '0  ^^"^  h^O. 
Nun  wird 

qp  (y,i  +  ^0  —  qp  (;/o)  ^ Ji ^ 1 

k  """       /■(^•o+Ä)-,aa:o)        /•(.r„+Ä)-7(Xo)' 

Konvergiert  l-  nach  NuU,  so  konvergiert  auch  ]i  nach  XuU 
(wegen  der  Stetigkeit  von  (p{y),  die  in  §  lls  bewiesen  worden 
ist).     Es  wird  also 

1,-m  'y  ^^0  +  ^')  —  f>  (yp)  _    1 

d,  h. 

Nachdem  einmal  bewiesen  ist,  daß  cp'  (y)  existiert,  wenn 
/■'  (x)  existiert  und  ungleich  NuU  ist,  kann  man  zur  Berechnung 
von  q)' (j/)  auch  die  Regel  für  die  Differentiation  zusammen- 
gesetzter  Funktibnen    benutzen.      Danach   ist    das   Differential 

von  y  =  f{x) 

(ly  =  f'(x)dx, 

ob  nun  x  oder  //  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet 
wird.  Nehmen  wir  //  als  unabhängige  Veränderliche,  so  liefert 
uns  diese  Formel 

1  =/"(/)  9- 'o/V 

Diese  Beziehung  hat  eine  ganz  einfache  geometrische  Be- 
deutung. Denken  wir  uus  die  Bild  kurve  von  f{x)  gezeichnet, 
so  wird  sie  zur  Bildkurve  von  (fiy),  wenn  man  die  Kolleu 
der  Koordinatenachsen  vertauscht. 

/■'  (.r )  und  (f'  (y)  sind  die  Richtangskonstanten  einer  und 
derselben  Kurveutangente,  das  eine  Mal  in  bezug  auf  die 
Achsen  Ox,  Oy,  das  aiulere  Mal  in  bezug  auf  die  Achsen  Oy,  Ox. 
Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  f\.r)(f'(y)  =  1   sein  muß. 

V?  121.  Differentiation  von  arc  sin  .r,  arc  cos  x, 
arctg  uf',  arc  cot.*-.      1.  Wir   wissen,  daß  die  Unikeinung  von 

1)  A  =  f{a),    B  =  fib\ 
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y  =  arc  cos  x  ( —  1  ^  a;  <  1) 

lautet: 

X  =  cos  y.  (0  ^  2/  ^  jt) 

Demnach  ist 

dx  =  —  sin  ydy, 

also  für  0<i/<;r,  d.  h.  — 1<^<1, 

7  dx  dx 

dy  =  — 


sm  y  |/i  _  ,^2 

2.  Ebenso  findet  man  als  Differential  von 

y  =  arc  sin  x 
für  -    1  <  a;  <  1 

-,  d  X 

dy  =    , 

3.  Das  Differential  von 

y  =  arc  tg  x 
ergibt  sich  daraus,  daß 

X  =  tg?/ 

die  Umkehrunor  von  arcto;  x  ist.     Man  hat  nämlich 

•      dx^A-="^"^'^^^'^^^dy^{l  +  ig'y)dy. 

also 

,  da? 

''  1  -f-  X" 

4.  Als  Differential  von 

y  =  arc  cot  a; 

kommt  uach  einer  ähnlichen  Rechnung  heraus 

,  dx 

^^  =  -  r+^^- 

§  122.  Berechnung^  der  Zahl  :rr.  Wir  sind  jetzt  im- 
stande ein  bequemes  Verfahren  zur  Berechnung  der  Zahl  :c 
anzugeben. 

Die  Funktion 

f{x)  =  arctg  X 
hat  die  Ableitung 

Für  \x\  <  1  ist 

/■'  (a;)  =  1  -  x"  +  x^ 

Kowalewski,  Differential-  und  Integral- Iteclinung.  10 
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Diese  Potenzreilie  ist  die  Ableitung  von 

-n                     .'             X''      ,      X^ 

F^x)  =  ^  _--  +  -_  . 

Es  ist  also 

folglicli 

F{x)-f{x)  =  c. 

♦ 

Die  Konstante  c  muß  aber,  weil 

i^(0)=^(0)  =  0 
ist,  gleich  Null  sein. 

Mithin  hat  man 

arctg  ^=a;-  ^  +  , . 

(I^KD 

Für  |:t'i>  1   ist  die  Reihe  rechts  divergent. 
Für  X  =  \  und  x  =  —  1  läßt  sich    zeigen,    daß  die  obige 
Formel  gültig  bleibt.     Setzen  wir 

und  ist  0  <  it'  <  1,  so  wird 

.  1  —  X       1  —  «■■'       1  —  x'" 

..^  -  arctg  :t- =      ^      -       3       +       ^      -■■ 

eine  alternierende  Reihe  von  dem  in  §  77  betrachteten 
Typus.  In  der  Tat  ist  nach  dem  in  §  70  bewiesenen  ver- 
allgemeinerten Mittelwertsatz 

1  —  .T^"  +  ^  _    (2n 4- 1)  i^"    _  -in  -f  1  .2-2/1  +  1 

weil 

^<£<1. 
Hieraus  folgt  aber 

•2w-|-l        ~      2n  — 1     ' 

Bei   einer  alternierenden   Reihe   dieser  Art  sind,   wie   wir 

wissen,   die  Partialsummen   mit   ungeradem  Index  gWißer,   die 

mit  geradem  Index  kleiner  als  die  Summe  der  Reihe.   Mithin  ist 

1 x^ 

1  —  X  —         '    <  .V  —  arctg  X  <i  \  —  ./■ . 

1)'  Diese  Reihe  ist  nach  §  7  7  konvergent. 
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Lassen  wir  nun  x  nach  1  konvergieren  (wobei  aber  immer 
0  <  Ä'  <  1   bleibt  1,  so  ergibt  sich 

lim  \s  —  avctg  x)  =  0, 
also 

lim  arctg  x  =  arctg  1  =  s. 

Da  arctg  (—  x)  gleich  —  arctg  x  ist,  so  hat  man 
arctg  (—  \~)  =  —  s. 

arctg  1   können  wir  angeben.     Es  ist  nämlich  allgemein 

COS"  X  —  sin-  X  =  cos  2  x 
also 

cos'* :; sin-  v  =  0 

4  4 

und,   da  cos  x  und  sin  x  in  (O,  ^-J  positiv  sind, 

cos  ^  =  sin^,     d.h.  tg  ^  =  1, 
so  daß 

arctg  1  =  ~ 

o  4 

ist. 

Wir  haben  somit  die  Formel 

TT  ,  1  1  1       , 

4=l-.S   +  5-7+---' 

die    eins    der    ersten    mathematischen    Ergebnisse   Leibnizeus 

war   und   die  Leibnizsche    Formel    heißt.     Sie    ist    aber,    wie 

schon  Newton  betonte,  für  die  numerische  Berechnung  von  :r 

sehr  ungeeignet. 

Bessere  Formeln  gewinnt  man,    wenn    man    sich    auf  das 

Additionstheorem  der  Tangensfunktion  stützt.   Aus  den  beiden 

Additionstheoremen  für  sin  x  und  cos  x 

sin  (x^  +  x^)  =  sin  x^  cos  x^  -j-  cos  x^  sin  x.^, 
cos  (x^  -\-  X2)  =  cos  Xi  cos  X2  —  sin  x^  sin  X2 

folgt  durch  Division 


ts(x  +v)=  *g-«i_±i&3  . 


Dies  ist  das  Additionstheurem  von  tg  x. 


148  Berechnung  von  n. 


Wir  wollen  nun  versuchen  zwei  Brüche  von  der  Ferra  - 

n 

(n  =  2,  3,  .  .  .)  so  zu  bestimmen,  daß 


wird. 

Setzen  wir 


—  =  arctcf j-  arctg  -  - 

4  °  n,  °  «, 


arctg-J-  =  Ä;i,   arctg--  =  a;2, 


so  wird 
oder 


Ä 


^  =  ^1  -\-  x^,     also     tg  {x^  -f-  iT,)  =  1 

1  W,  M,  —  1 

Wir  müssen  also  bewirken,  daß 

n^  +  «2  =  w^Wg  ~  1 
wird,  d.  h. 

(w,-l)K-l)  =  2. 

1  und  2  sind  aber  die  einzigen  Teiler  von  2,  und   da  >/, 
und  Mo  vertauscht  werden  dürfen,  können  wir  setzen 

»1  =  ^;   "2  =  3- 


Es  ist  somit 

TT 

4 


arctg  -  +  arctg  - 


oder 

^=/i__L_4.   A \^(^-    '    +-1 ] 

4  \2         23-3^  2^5  /  ^  V3         3''-3^3f'.5  /' 

eine  Formel,  die  sieb  schon  besser  für  die  Berechnung  von  ;r 
eignet. 

Man  kann  noch  andere  Formeln  aufstellen,  wenn  man 
folgenden  Satz  benutzt. 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  lassen  sich 
immer  zwei  positive  ganze  Zalilen  ni^  und  tn.^  derart 
angeben,  daß 


arctg   -    =  arcty: \-  arctff 


wird. 
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Man  braucht  nämlich  nur  zu  erreichen,  daß 

1  »ij   +  "*2 

m        tn^uLj — 1 
oder 

(>H-,  —  nf)  (w?2  —  ))i)  =  ni^  -{-  1 

wird.    Zu  diesem  Zweck  zerlegt  man  m'-^  -\-  1  in  zwei  positive 
ganzzahlige  Faktoren, 

>n^  -f  1  =  ]cj,:,^ 
und  setzt 

ni^  =  ))i  +  /''i,  ni^  =  >ii  +  ^'2- 

Ist  m  =  2,  so  wird 

)u^  +1  =  5  =  1-5, 
also 

m^  =  2  +  1  =  3,  M?2  =  2  +  5  =  7, 

so  daß  man  hat 

arctg  %  =  arctg  -^  +  arctg  4^, 
mithin 

|  =  2arctg-  +  arctg  ^• 

Ist  w  =  3,  so  Avird 

m^  -\-  1  =  10  =  2-5, 
also 

m^  =  3  +  2  =  5,  /w,  =  3  +  5  =  8 
und 

arctg  -}  =  arctg  4  +  arctg  ^ , 
mithin 

4  =  2  arctg  .  +  arctg  ^  +  2  arctg  -■ 

Offenbar   kann  man  in  dieser  Weise  beliebig  weit  gehen. 

Ein  besonders  zweckmäßiges  Verfahren,  mit  dessen  Hilfe 
man  7C  bis  auf  707  Dezimalen  berechnet  hat,  ist  folgendes. 

Man  setzt 

arctg  l  =  ^, 
so  daß  tg  (f  =  15  ist. 

Dann  wird 


und 


tg2(3P  =  ^ 
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tg  49)  =  1  +  -J-, 

wie  man  mittelst  des  Additionstheorems  leicht  findet. 
Rechnet  man  nun  tgK^— —j  aus,  so  erhält  man^ 

/.  7t\       tg4qp  —  1         1 

tg^4(jp-  ^j  =tg4g,  +  l  =28^' 

Hiernach  hat  mau 

•A<P  -  T  =  arctg  ^, 


^  =  4arctg  J  -arctg^H; 


239' 
239' 


d  h. 

"  =  4(i-^'    +     '    -■■) 

_/J 1_+     ^ \ 

V239        239»- 3  ^  239^-5  /" 

Es  gibt  ein  paar  französische  Verse,  mit  deren  Hilfe  man 
sich   die   ersten  31  Ziffern  von  %   merken   kann.      Sie   lauten: 
Qua  j'aime  ä  faire  apprendre  un  nombre  utile  aux  sages! 
Immortel  Archimede,  artiste  ingenieur, 
Oui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeur! 
Pour  moi  ton  probleme  eut  de  pareils  avautages. 

Ersetzt  man  jedes  Wort  durch  die  Zahl  seiner  Buch- 
staben, so  erhält  man  die  ersten  3l£Ziffern  von  7t.  Hinter 
die  erste  ist  das  Komma  zu  setzen.  Auf  diese  Weise  er- 
gibt sich 

71  =  3,141 592ß53ö897932384626433H3279  ... 

§  123.  Umkehr uug  eines  Systems  von  zwei  stetigen 
Funktionen  H{Xf  if),  rix,  //).  Die  Funktionen  u{x,y) 
und  v^Xfi/)  mögen  in  einjer  gewissen  Umgebung  U  des 
Punktes  {Xq,  y^)  stetige  erste  Ableitungen  besitzen. 
Wir  wollen 

"x'(^»  y)  =  «1  (••*'•  //N   ^(.^y  y*  =  «2'^'  y)  y 

vjix.  y)  =  V,  {x,  y) ,     v^{x,  y)  =  i\{^,  y) 
setzen. 


1)  tg.r  ist  eine  uiiijeraiU'   Funktion. 
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Diese  Ableitungen  sollen  außerdem  der  Bedingung 
Ui{Xq,  y^wAXf^,  y^  \  —  u^^Xq,  Vo^v^iXo,  «/o  i  ^  0 
genügen. 

Zunächst  zeigen  wir,  daß  unter  den  angegebenen  Voraus- 
setzungen folgender  Satz  gilt: 

Satz   1.     Um   (Xq^Pq)  läßt  sich  ein  Quadrat^) 
(Qi  <a:o  —  £,  Xq  +  e;  y^  —  £,  Vo  +  ^? 

konstruieren  derart,  daß  immer 

«1 ' X,  y)  V.2 yx,  y)  —  u.2(.^,  y)  i\ (J,  f  i  ^  0 

ist,  wie  man  auch  die  Punkte  (x,  y)  und  {x,y)  in  jenem 
Quadrat  wählen  mag. 

Dies  folgt  sofort  aus  der  Stetigkeit  von  Jt^,  u^,  v^,  v^- 
Angenommen,  es  gäbe  kein  solches  Quadrat  Q.  Dann  würde 
auch  das  der  einnähme  e  =  Ijn  entsprechende  Quadrat  Q^^  die 
gewünschte  Eigenschaft  nicht  haben  ^). 

Es  müßte  also  in   Q^^  zwei  Punkte 

geben  derart,  daß 

ist.     Wegen  der  Stetigkeit  ist  aber 

lim  { u, (x^,  tjj  v^ (^„,  y\)  -  u^ (x^,  y„) v^ ix„,  yj } 

=  U^{Xq,  y^jV^yX^j  yo)         W2(^0>  ?/o)^"l("^07  Vü^  ■ 

Es  müßte  also 

"1(^0;  yo,'^2(^o;  ^o)  —  "2(-^o^  yo)^x{^o,  yo)  =  ^ 

sein,  gegen  die  Voraussetzung. 
Wir  wollen  jetzt 

l  =  u{x,y), 

X)  =  v(x,  y) 

setzen  und  i,  \]  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene  (S 
betrachten. 


1)  Wir    betrachten    x^  y    als    rechtwinklige    Koordinaten    in    einer 
Ebene  E. 

2)  n  ist   eine    der    Zahlen  1,  2,  a,  .  .  .,  aber  so  groß,    daß  Q^  ganz 
in   U  liegt. 
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Diese  beiden  Gleichungen  stellen  eine  Abbildung  dar. 
Jedem  Punkt  {x,y),  der  in  ?7 liegt,  entspricht  der  Punkt  (i',t)) 
in  der  Ebene  (S,  dessen  Koordinaten  gleich  u{x,  y)  bzw.  v(x,y) 
sind.     Dieser  Punkt  heißt  der  Bildpunkt  von  (x,y). 

Satz  2.  Verschiedenen  Punkten  des  Quadrats  Q 
entsprechen  stets  verschiedene  Bildpunkte. 

Haben  die  Punkte  (xq,  y^)  und  (xQ-{-h,  «/o  +  ^'  des 
Quadrats   Q  denselben  Bildpuukt,  so  ist 

w(:Ko  +  ''^  2/0  +  ^")  ^  ^(^0,  %) , 
v{xo  +  h,  yo  +  ^)-v{Xo,y^), 

also  nach  dem  in  §  111   bewiesenen  Mittelwertsatz 

hui(x,  y)  +  hu^ix,  y)  =  0, 

h Vi{x,y)  +  /.•  ^2 (-^ ,  ?7)  =  0 • 
Dabei  hat  man 

x  =  Xq-\-  ^h,     y  =  Xf,  +  ^k,        (0  <  ■^  <  1 ) 

.r  ==  ^0  +  ^h ,     y  =  ;Vo  +  ^A'.  (0  <  #  <  1) 

Aus  den  beiden  Gleichungen  für  h,l;  folgt  aber 
h  {  Uy  {x,  y)  v^  {X,  y)  —  u^  [x,  y)  v^  [x,  y)\  ={), 
Je { Ml (x,  y) v^ {x,y)  —  «g (x,  y) i\ ix,y)}  =  0 . 

Da   die    Punkte  (x,y)    und    {x,y)  in   Q  liegend,    so  ist  nach 
Satz  1 

Mj (x,  y) üg {x,  y)  —  1*2 (^,  y) ^i \^,  FJ  ^  0 . 
Also  folgt 

/<  =  0 ,     /.•  =  0 . 

Die  Punkte  {x^,  y^)  und  {Xq  +  h,  //„  -|-  /.)  haben  also  nur  dann 
denselben  Bildpunkt,  wenn  sie  zusammenfallen. 

Wir  wollen  nunmehr  mit  -i^  den  Inbegriff  der  Bildpunkte 
(j:,l))  bezeichnen,  die  den  Punkten  von  Q  entsprechen.  Ferner 
möge  Q  den  Inbegriff  der  Handpunkte  von  Q  und  35  den  In- 
begriff ihrer  Bildpunkte  bedeuten,  (j:^,  t)o  1  sei  deij  Bildpunkt 
von  (^a:o,2/o)- 

1)  (x,  y)  liegt  auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  (j-, ,  y^\  und 
•'•0  +  ^'1  Vn  +  A-),  ebenso  (x,  y). 


Umkehrung  eines  Systems  von  zwei  Funktionen.  153 

Bilden  wir  die  Funktion 

{ u  {x,  y)  -  i'o ) '  +  {  V  (x,  y)  -  l)o }  \ 

so  ist  sie  in  Q  stetig,  also  auch  in  Q.  Sie  hat  in  Q  einen 
kleinsten  Wert^)  m-,  der  nicht  null  ist.  Wäre  iiämlich 
m=0,  so  gäbe  es  auf  dem  Rande  von  Q  einen  Punkt,  der 
denselben  Bildpunkt  hat  wie  ix^,  ^o).  Das  ist  aber  nach  Satz  2 
ausgeschlossen. 

m  ist  offenbar  die  Länge  des  küi'zesten  Weges  von  (jp,  \)^ 
nach  33.  Beschreiben  wir  um  (Jq,  \)q)  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  m,  so  liegt  innerhalb  dieses  Kreises  kein  Punkt  von  SS. 

( j',  ^')  sei  nun  ein  Punkt  in  ®,  der  von  (Jq,  Ij^)  höchstens 
um  ml2  entfernt  ist.  Dann  liegt  (j',  ^')  ebenso  nahe  oder 
näher  an  (Jq,  1)q)  als  an  irgend  einem  Punkte  von  33.  Wenn 
also  {x,  if)  ein  beliebiger  Punkt  von  Q  ist,  so  wird  folgende 
Beziehung  bestehen: 

{ii[x,if)  -lY^+  \v{x,y)  -  l)'}^ 

>  { «*(^^o,  2/o)  -lV+  [v  (>f'o;  y^)  -  ^y  ]  '• 
Sie  lehrt  uns,  daß  die  Funktion 

•       (^(x,y)  =  {«<'^'2/,>-i''}^+  {v{x,y)  -  9'}^ 
auf   dem    Rande    von  Q  nicht   kleiner  wird  als  sie  im  Mittel- 
punkt von   Q  ist.     Betrachten   wir   daher   den  kleinsten  Wert, 
den  09  in   Q  erreicht^),    so    können  wir  sicher  sein,  daß  er  an 
einer  Stelle  (x',y')  im  Innern  von   Q  angenommen  wird. 

An  dieser  Stelle  (x',y')  müssen  aber  nach  §  117  w/  und 
cOy    versehwinden.     Es  muß  also  sein 

\u{x',  y'\  —  i \ %i^ {x,  y)  +  [v {x\  y)  —  t)' } «'i i,^';  V)  =  0 , 

{ w ^^,  y)  -1)^2 (^\  y)  +  I ^ i^',  y)  -  ^' ] ^% ( •*■';  y)  =  ^ ■ 

Hieraus  folgt  aber 

{ u{x',  y)  —  l]{  Kt  (x,  y')  V.2  (x,  y  )  -  n^  (x,  y)  t\  (x,  y) }  =  0 , 
{ 'V (x,  y)  —  l)' }  { Wi ix,  y') fg (x,  y)  -  u^ (x,  ij) v, {x,  y) }  =  0 . 

1)  Auf  jeder  Seite  des  Quadrats  haben  wir  es  mit  einer  stetigen 
Funktion  einer  Veränderlichen  zu  tun  und  können  den  Satz  aus  §  105 
anwenden. 

2)  Einen  solchen  gibt  es  nach  §  117. 
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Da  nach  Satz  1 

u^{x',  y)v^{x,  y)  —  n^X^',  y')v^{x',  y)  ^  0 
ist,  so  ergibt  sich 

u{x' ,  y)  - 1  = '^K 
v(^',y')  — 1)'  =  0, 

d.  h.  (5',  l/)  ist   der  Bildpunkt   von  (x',  y'),   gehört  also  zu  33. 

Setzen  wir  d  =  m:  2y2  und  konstruieren  um  (x.o,  %)  das 
Quadrat 

<i"ü-^,  h  +  ^-  l)o-^'  %  +  d>, 
so   ist  jeder   Punkt  (j:,  i)),    der    diesem  Quadi'at  angehört,  ein 
Punkt  von  53. 

Damit  haben  wir  folgenden  Satz  bewiesen: 

Satz  3.  um  (j:o' 9o)>  den  ßildpunkt  von(a;o,yo),  läßt 
sich  ein  Quadrat 

derart  konstruieren,  daß  jeder  Punkt  von  C  der  Bild- 
punkt eines  und  (nach  Satz  2)  nur  eines  Punktes 
von   Q  ist. 

Es  lassen  sich  hiernach,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise, 
zwei  Funktionen 

so  wählen,  daß  die  Abbildung 

{x  =  ü(x,  1)), 
(31)  ]■' 

jedem  Punkt  ii",lj)  von  Cl  gerade  denjenigen  Punkt  \x,y)  von 
Q  zuordnet,  dem   ir.Ui   bei  der  Abbildung 

U- = /n ./',// 1, 
(Ai 

ll)  =  nx,  y) 

entspricht. 

Man  nemit  ^Jl  die  zu  A  inverse  Abbildung  und  u,  ü  das 
zu  H,  r  inverse  Funktionensystem  oder  auch  die  üm- 
kehrung des  FunktionensysteuLS  u,  v. 

Satz  -t.     Die  Funktionen  u,  ü  sind   in   C  stetig. 
Wir  müssen  folgendes  beweisen: 
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Ist  (jj,  r)J,  (X-jy  Oo),  .  .  .  eine  Punktfolge  in  O,  die  nach 
(j,  l) )  konvergiert,  so  hat  man  immer 

lim  t)(j:„,  QJ  =  t)ii-,  111 
oder 

lim  a\^  =  X ,         lim  y^^  =  y , 

wenn    wir   mit  (^„,«/„)    und    {x,y\  die  Bildpunkte  von  (i'„,t)„i 
und  (i'jtji  bei  51  bezeiclinen. 

Wäre  nicht  lim  x^  =  x^),  so  gäbe  es  in  ^\,  x^,  x^,  .  .  .  eine 
Teilfolge  x^',  x.^',  x^,  .  .  .,  die  einen  von  x  verschiedenen 
Grenzwert  x  hat.  y  sei  ein  Häufungswert  von  y^',  y^',  y^',  .  .  .^). 
Dann  gibt  es  in  y^',  y.^,  y^,  .  .  .  eine  Teilfolge  y^,  y^^,  y^,  .  .  . 
mit  der  Eigenschaft  lim  y^^  =  y. 

Aus 

lim  .r„  =  I ,     lim  y,^  =  y 

folgt  aber  wegen  der  Stetigkeit  von  u,  v 

Da    nun    {i^,  \)^),  (jg,  y,  (jg,  Qg),  .  .  .    eine    Teilfolge    von 
(£i>  ^i),  fe>  ^IsX  {h,  ^s);  •  •  •  ist,  so  hat  man 
£  =  y ,     9  =  1). 

Den  beiden  verschiedenen  Punkten  {x,y)  und  {x,y\ 
entspräche  also  derselbe  Bildpunkt.  Das  ist  nach  Satz  2  aus- 
geschlossen. 

§  124.    Diflferentiation  der  Umkehrungsfunktionen. 

(j,  t))  und  (j  +  ^,  l)  +  fj  seien  irgend  zwei  Punkte  von  C  und 
(Xjy)  bzw.  irt'-{-/<,  y  + /'■)   die  entsprechenden  Punkte  von   V- 
Dann  ist 

f)  =  u{x  -\-h,  y  -\-  /.•  I  —  ic{x,  y) , 

t  =  v{x  +  h,  y  +  lc)  —  v{x,  y) 

1)  Genau  ebenso  erledigt  sich  die  Annahme,  daß  nicht  lim  y„  =  y 
wäre. 

2)  Entsprechende  Teilfolgen  sind  durch  entsprechende  Bezeichnung 
kenntlich  gemacht. 
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oder  nach  §  111 

Dabei  ist 

^^X-h^h,      rt=y  +  d-k.  (0<ä-<l) 

Die  Punkte  (^,rj)   und  (i,,  i])  liegen  auf  der  Verbindungs- 
strecke von  (x,  y)  und  {x  -\-  h,  y  -\-  h),  also  sicher  in   Q. 
Setzen  wir 

so  ist  nach  Satz   1 

Aus  den  obigen  Gleichungen  für  i),  f  folgt  nun 

Setzen   wir 

{  =  (•     und     f)^0, 

so  erhalten  wir 

Lassen    wir,    während  f  =  0  bleibt,   {)  nach  Null  konver- 
gieren, so  wird  nach   Satz  4  in  i^   123 

lim  //  =  0     und     lim  /.•  =  0 , 
also 

lim  ^  =  lim  ^  =  x , 

lim  }]  =  lim  i]  =  //, 
und  wegen  der  Stetigkeit  von   /(,,  /«g,  i'j,  r^  ergibt  sich 

lim       = 

f)       «.  (^  1  y)  Vi  (a? , «/)  —  «.  ( j" ,  y) »,  (a; , «/) ' 


lim  f'  -     .     .    ^-tjC^yy) 


f)         M,(a;,  »/)  »j  (x,  y)  —  u,  (x,  y)  t',(a;,  y) 
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Damit  ist  die  Existenz  der  Ableitungen 
U,'     und     üv' 


bewiesen. 

Ganz  ebenso  zeigt  man, 

daß 

existieren.     Man  setzt 

und     ü,/ 

und  findet 

und     !  §  0 
—  u^{x,y) 

f         uAx,y)v, 

(x,y)  —  uJx, 

lim— =  ^hi^,y) 


f        u^ix,  tj)v^  {x,  y)  —  «2  (a?,  y)v^  {x,  y) ' 

Da  u^,  U.2,  t\,  v^  in   Q  stetig  sind  und 

u^{x,  y)v^{x,  y)  —  u^{x,  !/)t\(x,  y) 

in  Q  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  rechten  Seiten 
unserer  Formeln  für  Uj',  Ui,',  ü/,  Öt,'  in  Q  stetig,  x,  y  sind  aber 
nach  Satz  4  in  §  123  stetige  Funktionen  von  j,  Ij  in  Q. 
Daraus  folgt,  daß  u/,  Ui,',  O/,  Ö,,'  in  O  stetig  sind  (§  110). 

Hat  man  sich  einmal  von  der  Existenz  der  Ableituno-en 
Uj',  Ui,',  O/,  Ol,'  überzeugt,  so  kann  man,  um  sie  oder  die  Diffe- 
rentiale dvi,  d))  zu  berechnen,  die  Regel  für  die  Differentiation 
der  zusammengesetzten  Funktionen  anwenden. 

Aus 

l==u{x,y),     \]  =  v{x,y) 

folgt  nach  dieser  Regel 

dK  =  U:,'dx-\-u,Jdy, 
dl)  =  vjdx-^v,jdy, 

ob  nun  x,  y  oder  j,  t)  die  unabhängigen  Veränderlichen  sind, 
und  man  erhält  durch  Auflösen  nach  dx,  dy 

Ux'Vy—   Uy'Vx    ' 

du  =  -zyJ^^'^'^l^A 

Ux'Vy  U,j'Vx 

Haben  u  und  v  in  Q  stetige  Ableitungen  bis  zur  w-ten 
Ordnung  (w  >  1),   so    gilt   dasselbe   von   u   und    0   in  C     Zur 
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Berechnung  der  höheren  Ableitungen   oder  der  höheren  Diffe- 
rentiale  von   u,  t»    kann   man   wieder   die   Regel   für   die   Diffe- 
rentiation der  zusammengesetzten  Funktionen  anwenden. 
Man  findet  z.  B. 

cl'^l  =  u^cPx  +  Uyd-y  +  ^lJ'_cdx^  -\-  2u",jdxdy  +  n,"„dy' , 
d^-X)  =  v^d-x  +  t\^d^y  +  i\^':,dx'^ -\-  2vJ'ydxdy  +  Vy'ydy"^ 
oder,   wenn   j:,  t)   die  unabhängigen  Veränderlichen  sein  sollen, 
0  =  ujd'h:  +  Uyd-y  +  M/^(/a;^+  2n^',jdxdy  -\-  u,/,^dy^ , 
0  =  vjd^x  +  vjd'-y  +  tv^<?:r-+  2v^ydxdy  +  v„"ydy- . 
Hieraus  kann   man  rf^j;  und  d'-y  berechnen. 

§  125.   Implizite   Funktionen.     F{x,  y)  habe  in   einer 
gewissen  ümgel)ung  von  u^,  y^)  stetige  erste  Ableitungen 

F^{x,y)  =  F^{x,y), 

F;(x,y)  =  F,(x,y). 

Es  sei  außerdem 

Betrachten  wir  die  Abbildung 

\\)^F(x,y), 

so    sind    alle    in    i?  12o    gestellten    Bedingungen    erfüllt.      Es 
ist  hier 

ii(x,  y)  =  X     und     v{x,  y)  =  F{x,  y) 
und 

K^ix,  y)r^_(x,  y)  —  ii.,{x,  y)Vi{x,  y)  =  F..(x,  y) . 

Bezeichnen  wir  auch  jetzt  mit  (y  ,  \]q)  den  Bildpunkt  von 
{Xq,  y^),  so  haben  wir 

Iq  =  'o ,     t)o  =  0 . 

Nach    ^  123    lassen    sieh    um    (Xq,  y^)    und    fr,,,  %)    zwei 

Quadrate 

(.Q)  <^o-  f,^'o+  ^'^  llo  -  f ,'  .Vo  +  f  > 
und 

(C)  <  ro  -  d,  r,  +  d:  lio  -  d,  Do  -f  (5> 
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derart   konstruieren,   daß  jeder   Pnnkt  (j,  t))  von   O   der  Bild- 
punkt eines  und  nur  eines  Punktes  (x,  y)  von   Q  isiP) 

Die  Abbildung  %,  welche  jedem  Punkt  von  O  gerade 
denjenigen  Punkt  von  Q  zuordnet,  dessen  Bildpunkt  er  bei  A 
ist,  also  die  zu  A  inverse  Abbildung,  hat  hier  offenbar  fol- 
gende Form 

Daß  31  zu  A   invers  ist,  drückt  sich  durch  die  Gleichung 

aus,  die  in  dem  ganzen  Quadrat  C  gilt. 
Setzen  wir  nun  i)  =  0,  so  kommt 

0  =  F(j,5(r,0;).     {lo-^<l<lo  +  ^) 
Wenn  eine  Funktion  q:{x)  in  dem  Intervall  ^x^  —  ö,  r^  — ö> 
die  Gleichung 

0=F(r,9.(r)) 

erfüllt  und  dabei  wie  ?v(i",  Oj  der  Bedingung 

genügt,  so  ist  in  dem  ganzen  Intervall  (Xq  —  ö,  x^  -f  6)> 
(p(X}=  A-(j:.  0). 
Da  nämlich  die  in   Q  liegenden  Punkte 

X  =  x,   y  =  q){x)     und     x  =  i,   /y  =  AMr,  0) 

bei  A  beide  den  Bildpunkt  (r,  0)  haben,  müssen  sie  zusammen- 
fallen. 

Geometrisch  bedeutet  dieses  Resultat  folgendes: 
Konstruiert  man  um  (a:^,  ^o)  ^^^  Rechteck 
^Xq-  d,XQ+  d;  ?/o  -  f ,  //o  +  £> , 

so   liegt    darin   auf  jeder  Parallelen  x  =  x  zur  ?/-Achse 
ein   und  nur  ein  Punkt,  der  der  Gleichung 

Fix,  y)  =  0 
genügt,  und  zwar  der  Punkt 

^  =  i:,     i/  =  A-(r,  0). 


1)  Da  hier  J  =  a;,   so  ist  sicher  t^8. 
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So  lange  man  nur  auf  die  Punkte  in 

<^o  -  d,  a:o  +  ();  //„  -  f ;  !/o  +  O 

achtet,   ist   also  die  Gleichung  F{x,  y)  =  0  völlig  äqui- 
valent') mit  der  Gleichung  y  =  fs(x,0). 
Aus  §  124  ist  zu  entnehmen,  daß 

in  dem  ganzen  Intervall  <^Xq  —  Ö,  Xq+  d)>  existiert  und  stetig  ist. 
Zur  Berechnung  dieser  Ableitung  bedient  man  sich,  nach- 
dem ihre  Existenz  bewiesen  ist,  der  Regel  für  die  DifPerentiation 
der  zusammengesetzten  Funktionen.     Aus 

F{x,y)  =  0  {y  =  ^{x,0>) 

erhält  man 

F^dx  +  F;dy  =  (), 
also 

Hat  F[x,  y)  in  Q  .stetige  zweite  Ableitungen,  so  erhält 
man,  wenn  x  die  uuabhängige  Veränderliche  sein  soll, 

F,:dx'  +  2Fj;dx  dy  +  F;;dy'  +  FJd'y  =  0 , 

woraus  sich    ,  j  ergibt. 

Hat  F{x,y)  in  Q  stetige  Ableitungeu  bis  zur  »-teu  Ord- 
nung, so  gilt  dasselbe  von  ^^(r,  Oj. 

Ein  spezieller  Fall  einer  impliziten  Funktion  ist  die  in 
§  118  betrachtete  Umkehrung  einer  Funktion  f{x),  und  zwar 
hat  man  in  diesem  Falle 

F{x,y)=^y-f{x). 

§  126.  Der  allgemeine  Umkehr uugssatz.  Die  Über- 
legungen des  i?  123  lassen  sich  in  genau  entsprechender  Form 
bei  einem  System  von  n  Funktionen  von  u  Veränderlichen 
durchführen.     Wir  wollen    uns    damit    begnügen,    das    Resultat 

1)  D.  h.  beide  Gleichungen  werden  d.irch  dieselben  Punkte  jenes 
Rechtecks  erfüllt. 
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anzugeben.  Dabei  bedienen  wir  uns  des  Begriffs  Determinante. 
Der  Leser  findet  hierüber  das  Erforderliche  im  Anhang. 

mögen     in     einer     gewissen    Umgebung     V    des    Wert- 
system s  ^) 

('1,^2,  •■•,«„ 
stetige  erste  Ableitungen 

(Wg);,  =  ?*2i,    (Wg);.,  =  »22;  •  •  •;    (W2).r„  =  i'->n, 


("J-x  =  «*»1.    K)-.  =  ^*n2;  •  •  •>  OOx«  =  «nn 

besitzen.     Ferner  sei  die  Determinante^) 


«<„1  «. 


■  II, 


an  der  Stelle  (a^^,  «g,  .  .  .,  f;„)  ungleich  Xull. 
Durch  die  Gleichungen 

C^^  h  ~  ^^'2  ('^'1 ;  ■^■'2  >   •  •  •  >  ''^n)  > 


i'«  =  ^^nO''"u  ^2^   •  •  •.  •*0 

wird  jedem   Wertsystem  a;^,  3^2,  •  .  •,  a;„  in    U  ein  Wertsystem 
?i;  £2?  •  •  •?  i'n  zugeordnet.     Wir  wollen  ii,  i^,  ■  ■  -,  1„  das  Bild 
von  it^,  ^Tg,  . ..,  x„  (bei  der  Abbildung  Ä)  nennen,    q^,  Qj.  . . .,  n,, 
sei  das  Bild  von  a^,  a^.  ...  o„. 
Fs  läßt  sich  nun   um 


ein  Bereich 

(^)  «V  -  «  <  ^.  <  «,  +  « 


(v=  1,  2,  .  .  .,M:f  >0, 


1)  D.h.  für  ai-Ä<a;,  <«,+  /(,  ...,  «„_ /,  <.r„<  «„+ /,  (Ä  >  0). 
•2)  Diese  Determinante  nennt  man  die  Funktionaldeterminante 
von  Mj ,  Mg ,  .  .  .M„,    nach  ,/j ,  x^ ,  •  .  . ,  a„. 
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Der  allgemeine  Umkehrungssatz. 


uud  um 


Qi,  02,  .  .  .,  a„ 


ein  Bereich 

(O)         a,-d£  r„  ^  Q„  +  ^  {v=l,2,...,  n-  d  >  0) 

konstruieren  derart,  daß  jedes  Wertsystem  x.i,  X,2 Kn 

aus  OdasBild  eines  und  nur  eines  Wertsystemsa;j,:r2,...,j„ 
aus   Q  ist. 

Es  lassen  sich  hiernach,    und   zwar   nur    auf    eine 
Weise,  n  Funktionen 

so  wählen,  daß  die  Abbildung 

^1  =  Ui  (i'i )  ig  7 
r<^  ^2  ^  '^2  K^A  J   i'2  7 


.,  u„u-i,  ¥2,  ...,  jj 


■,    In), 


'^7J  —  1^71  U"l  •    i'27    •  •   V    in) 

jedem  Wertsj^stem  ^.'j,  j:,?  ■■•■>  In  ^^^  ^  gerade  dasjenige 
Wertsystem  x^,  x^,  .  .  .  x\,  aus  Q  zuordnet,  dessen  Bild 
li,  hr  ■  ■  •>  In  bei  Ä  ist. 

Man  nennt  3t  die  zu^  inverse  Abbildung  und  u, ,  Uo,  . . .,  u„ 
das  zu  Mj,  «2  7  •  •  -5  ^^71  iiiverse  Funktionensystem  oder  auch 
die  Umkehrung  des  Funktioneusystems  ii^,  k^,  ...,  ^<„. 

Die  Umkehrungsfunktionen  sind  in  C  nicht  nur 
selbst  stetig,  sondern  sie  haben  in  C  auch  stetige 
erste  Ableitungen. 

Die  Differentiale  von  Uj,  iL,,  ....  u„  ergeben  sich  durch 
Auflösung  der  Gleichungen^) 

fhli  =  Mii  {Xi,Xo,...,  x„)  dx,  +  •••  +  ?<,„  ix, ,  j-j , . . . ,  x„)  (1x„ 


(hln^Unl  <*'n  3^27  •  •  -7  ^,>/-'yi  +  •  •  •  +  "„„  (^,7-*'2,  •  •  ;^.)dX„ 

mich  (h\,  dx^,  .  .  .,  dx^i- 

Haben  «ij,  u^,  ...,  ?^„  in  d  stetige  Ableitungen  bis 
zur  M-ten  Ordnung,  so  gilt  dasselbe  A-on  11,,  iL,  .  .  ..  u„ 
in  Q. 


l^  Wir  denken  uns  (^  so  gewählt.  (Laß  die  FiinktiniuiMotiTniiiK.iite 
in   (^)  nirgends  Null  ist.     So  war  es  auch  in  §  123. 


Implizite  Funktionen.  1(35 

§  127.  Implizite  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen und  implizite  Funktionensysteme.    Wir  be- 

scliränken  uns  darauf  zwei  spezielle  Fälle  zu  behandeln,  um 
das  Wesen  der  Sache  deutlicher  hervortreten  zu  lassen. 

1.  F{x,  y,  2)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung 
des  Punktes  (Xq,  y^,  z^)  stetige  erste  Ableitungen. 
Außerdem   sei   F{cc^,  y^,  ^q)  =  0,   aber  F',(xq,  y^,  ^o)  ^^• 

Betrachten  wir  die  Abbildung 

\l  =  x, 

(^)  U  =  y, 

\l  =  Fix,  y^  z), 

so  sind  alle  Bedingungen  des  Umkehrungssatzes  erfüllt.  Man 
hat  nämlich 

«1  =  ^,  «2  =  y,  i'-s  =  F{x,  y,  z), 

und  die  Funktionaldeterminante  von  a^,  u^,  u.^  lautet 
1     0     0    I 
0    1    0  ;  =  jp;. 
F',  F'j  F.  I 
Der  Bildpunkt  von  (x^,  y^,  Zq)  wird  hier 

l'o  "^  '^0?  9o  ^^  ^0?  öo  ^^  '-'• 

Nach  dem  Umkehrungssatz   läßt   sich   um   (xq,  y^,  z^^)   ein 
Bereich 
(Q)  x^^  —  €£x^Xq-\-s,  y^  —  e^yKy^  +  s, 

Zq  —  s-^z<izQ-\-s 
und  um  (j:^,  Xjq,  gg)  ein  Bereich 
(£i)  Jo  -  ö  <  i"  <  h  +  ^,  %-  ö  <  9  <  t)o  +  d, 

konstruieren,  so  daß  jeder  Punkt  (jc,  Ij,  §)  in  C  der  Bildpunkt 
eines  und  nur  eines  Punktes  (x,  y,  z)  in  Q  ist.^)  Die  Ab- 
bildung, welche  jedem  Punkt  von  C  gerade  denjenigen  Punkt 
von  Q  zuordnet,  dessen  Bildpunkt  er  bei  Ä  ist,  also  die  zu  A 
inverse  Abbildung,  hat  hier  offenbar  folgende   P'orni 

1)  Offenbar  ist  £  g  d . 

11* 


164  Implizite  Funktionen. 


I)ß,ß  S(  zu  J.  iuvers  ist,  drückt  sich  in  der  Gleichung  aus 

i  =  F(x,  9,  ^(j,  i),  3)), 

die  in  dem  ganzen  Bereich  C  gilt. 
Es  ist  also  insbesondere 

0  =  F(i-,  9,  g  7:,  t),  0)), 

und    zwar    in    dem    ganzen    Quadrat   (^q  —  d ,  Iq  -{-  d:  Q^  —  d , 

9o  +  ^>- 

Wenn  eine  Funktion  g)(j,t))  in  diesem  Quadrat  die  Gleichung 

erfüllt  und  dabei  wie  ^(j,  t),  0)  der  Bedingung 

genügt,  so  ist 

Da  nämlich  die  in   Q  liegenden  Punkte 

und 

^  =  i-,  y  =  t),  ^  =  g(i,  t),  0) 

beide  den  Bildpunkt  [i,  l),  ())  haben,  müssen  sie  zusammenfallen. 
Geometrisch  bedeutet  unser  Ergebnis  folsrendes: 
Wenn  man  um  [x^,  y^,  Zq)  das  Parallelepipedon 
XQ  —  d<  X  <  Xq  +  d,  iJo-d  <y<jfo-\-  d, 

Zq  —  S<Cz^2q-\-{ 

konstruiert,  so  liegt  darin  auf  jeder  Parallelen 

x  =  ^,y  =  \) 
zur  ^■-Achse  ein  und  nur  ein  Punkt,  der  der  Gleichung 

F{x,  y,  n  =  0 
genügt,  und  zwar  der  Punkt 

X  =  y,  //  =  n,  z  =  '^yx.,  n.  0). 
Solauüe    man    nur    auf    die    Punkte    des    Parallel- 
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epipedons  achtet,  ist  die  Gleicliung  F{x,y,  z)  =  0  völlig 
äquivalent  mit  der  Gleicliung  2  ^%{x,y,(y). 

%(x,  y,  0)  hat  in  ^[x^  —  ö ,  x^  +  ö;  y^  —  ^,  y^  +  ö>  stetige 
erste  Ableitungen,  die  man  nach  der  Regel  für  die  Differen- 
tiation der  zusammengesetzten  Funktionen  berechnet. 

Hat  F  m  Q  stetige  Ableitungen  bis  zur  >j-ten  Ordnung, 
so  gilt  dasselbe  von  %{x,  y,  0)  in  (x^  —  d ,  Xq-\-  d:  y^  —  ö ,  y^-^-  ö>. ' 

2.  F{x,y,s)  und  G{x,y,z)  mögen  in  einer  gewissen 
Umgebung  {x^,  y^,  s^  stetige  erste  Ableitungen  be- 
sitzen, außerdem  sei 

F{x^,  yo,  ^0)  =  0;  G(Xo,  y^.  ^0)  =  0 
und 

Fyix^,  i/o,  %i  G-,'(.^o,  Ih^  ^q)  —  F:(x^,  i/o,  .^0)  G,j{Xq,  y^,  z^,)  §  0  . 

Die  Abbildung 

I  l  =  ^y 
(^)  \^)=F(x,y,s), 

I  5=  G{x,y,z), 

erfüllt  alle  Bedingungen  des  Umkehrungssatzes.  Man  hat 
nämlich 

Hj  =  ./;.     u^_  =  Fix,  y,  2),     )(,  =  G{x,  y,  s) 

und  die  Funktionaldeterminante  von  u^,  u^,  «3  lautet 
1       0       0 

.f:  f;  f:  =f;g:-f:g;. 

^x       ^y       ^/ 

Der  Bildpunkt  von  ix^,  y^,  Zq)  wird  hier 
?o=-^o.     t)o==0.     5o=0. 

Wir  können  nun  wieder  die  mit  Q  und  C  bezeichneten 
Bereiche  um  {x^,  y^,  z^)  bzw.  (j^,  \)q,  i^)  konstruieren,  und 
jeder  Punkt  von  D  ist  dann  der  Bildpunkt  eines  und  nur  eines 
Punktes  von   Q}\ 

Die   zu  A  inverse  Transformation   hat   offenbar  die  Form 


1)  Auch  hier  wird  t^  8. 
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y  =  %(x,  i);  s), 

Daß  sie  zu  21  invers  ist,  drückt  sich  in  den  Gleichungen  aus 

^  =  F{i,  grj,  t),s),  @(j,  i),5)), 

die  in  dem  ganzen  Bereich  Q  gelten. 
Man  hat  also  insbesondere 

0  =  i^(i-,  ^(j,0,0),  @(i-,0,0;), 

0=G(j,  g(j,0,0;,  (s);e,0,0)j, 

und  zwar  in  dem  ganzen  Intervall  O'o  ~  ^>  i"o+  ^/*- 
Wenn  ein  Funktionenpaar 

in  dem  Intervall  <i*o  —  d ,  j^  +  d^)>  die  Gleichungen 

0  =  Fa-,g)(E),^(j)), 

0  =  (?a-,(3p(j),^(X)) 

erfüllt  und  dabei  wie  ^(j,  0,0),  ®(j:,  0,  0)   den  Bedingungen 

genügt,  so  ist 

Da  nämlich  die  in   Q  liegenden  Punkte 

und 

'r  =  X,     ?/  =  S(f,0,0),     .-  =  @a-,0,0) 

beide  den  Bildpunkt  (j:,  0,  0)  haben,  müssen  sie  zusammenfallen. 
Geometrisch  bedeutet  unser  Resultat  folgendes: 
Wenn   man  um   (-'oj //oi  ~o)  ^^^   Parallelepii^edon 

Vo—  ^^y^%+  f,   ^0—  ^<^<^o-^ ^ 

konstruiert,  so  liegt  darin  auf  jeder  Parallelebene  .r  =  j 

zur  (y,  2') -Ebene  ein  und  nur  oin   Punkt,   der   den  Glei- 
chungen 
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F{x,y,z)  =  0,    G{x,ij,z)  =  0, 
genügt,  und   zwar  der  Punkt 

x  =  i,   y  =  %{i,i),0),   £•  =  ©(£,  0,0). 

Solange   man   nur   auf  die  Punkte  des  Parallelepi- 
pedons  achtet,  ist  das  Gleichungssystem 
F{x,y,z)  =  0,     Cr{x,y,z)^0 
völlig  äquivalent  mit  dem  Gleichungssystem 

^  =  ry(^,0,0),    z  =  %{x,Q,0\ 

"^(x,  0,  0)  und  ®(.r,  0,  0)  haben  in  (^Xq—  Ö,  Xq-\-  6>  eine 
stetige  erste  Ableitung.  Man  berechnet  diese  Ableitungen  nach 
der  Regel  für  die  Differentiation  der  zusammengesetzten  Funk- 
tionen. 

Aus 

Fix,  y,  s)  =  0,     G{;x,  y,  z)  =  0 
folgt 

F;dx  +  F^dy-^F;dz==i}, 

(rjdx  +  C^dy  +  G.'dz  =  0. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich,  solange  [x,  y,  z)  in  Q  liegt,  nach 
dy,  dz  auflösen. 

Haben  F  und  G  in  Q  stetige  Ableitungen  bis  zur  u-iew 
Ordnung,  so  haben  y  und  z  in  (Xf^—Ö,  Xq-\- d)  stetige  Ab- 
leitungen bis  zur  w-ten  Ordnung. 


Kapitel  XIII. 
Unbestimmte  Iiitegrale. 


■b' 


§  128.  Definitionen.  Wenn  F{x)  in  <a,  &>  die  Ab- 
leitung f{x),  also  das  Differential  f(x)dx  hat,  so  nennt  man 
F{x)  eine  primitive  Funktion  (Stammfunktion)  oder  ein 
Integral  von  f(x)  in  <(a,  h}})  Man  schreibt,  um  diese  Be- 
ziehung auszudrücken. 


1)  Wenn  F{x)  in  (a,  bj  die  Ableitung  /'./•)  hat,   so  .sagen  wir,   daü 
F(x)  in  (ß,  b)  ein  Integral  von  f{x)  ist. 
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F{x)=ff{x)dx 


(F{x)  gleich  Integral  fix)  dx). 

Diese  Formel  ist  also  gleichbedeutend  mit 

dF{;x)  =f{x)dx. 

Ist  Fq{x)  ein  Integral  von  f{x)  in  (a,  V)  und  F{x)  eben- 
falls ein  solches  Integral,  so  hat  man 

dF^ix)  =  f{x)  dx,     dF{x)  =  f(x)  dx, 
und 

d{F{x)-FQ(x)}  =0. 

F{x)  —  Ff^(x)  ist  also  nach  ^5  67  (Folgerung;  in  <  a,  6) 
eine  Konstante  C,  d.  h.  es  ist 

F{x)  =  F,{x)  +  ('. 

Umgekehrt  ist  -Z*o(^)  +  ^t  "^^^  auch  die  Konstante  C  sein 
mag,  immer  ein  Integral  von  f(x),  weil 

d{F^{x)i-C}  =  dF^ix)  =  f{x)  dx. 

Fq(x)  -f  C  nennt  man,  weil  darin  die  unbestimmte  Kon- 
stante C  auftritt,  das  unbestimmte  Integral  von  f(xj. 

Jedes  Integral  von  f(x)  läßt  sich  aus  dem  unbestimmten 
Integral  durch  Spezialisierung  der  Integrationskonstanten  C 
erhalten. 

Eine  Funktion  f(x)  integrieren  heißt  ihr  unljestimmtes 
Integral  finden. 

§  121).  Existeuz  des  Integrals  einer  stetigen  Funk- 
tion.    /'(./•)  sei  in  '  a,  b>  stetig. 

Wenn  <  cc,  jiy  ein  beliebiges  in  <a,b>  enthaltenes  Intervall 
ist,  so  wollen  wir 

mit    JI[((,ii\    den  grüßten, 
mit     n/(a,ß\    den  kleinsten 

in  <u,  ßy  vorkommenden  Funktionswert  l)ezeichneu. 
Das  Produkt 

wollen  wir  li{((,  ß)  nennen. 
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Ist  a  <C  y  <i  ß,  so  hat  man 

Bicc,ß)>R{cc,y)  +  R{y,ß). 
Denn  es  ist  offenbar 

M(u,  ß)  ^  31  {a,  y)     und     3I(a,  ß)  >  31{y,  ß), 

also  auch 

{y~a)M{a,ß)>R(a,y), 

{ß-y)M{a,ß)>R{y,ß), 

woraus  sich  durch  Addition  die  behauptete  Ungleichung  ergibt. 

Wir  wollen  jetzt  (a,  h}  in  die  Teilintervalle 

\a,  x-^y,  \X-^^,  x^y,  .  .  .,  \Xp_i,  0/ 

zerlegen  (a  <  rr^  <  a",  <  •  •  •  <  .r^_j  <  &)    und   diese  Zerlegung 

mit  3  bezeichnen.     Die  Summe 

Ria,  x^)  +  R{Xi,  x^)  +  ■  ■  ■  +  R{Xp_-^,  h) 
nennen  wir 

S(B), 

a 

um  ihre  Abhängigkeit  von  a,  h  und  3  'auszudrücken. 

Fig.  9   läßt   (für    den   Fall  p  =  3)    die    geometrische   Be- 

b 

deutung  von  S(3)  erkennen,  wenn 

a 

man  rechtwinklige  Koordinaten  zu- 
grunde legt. 

Die  Zerlegung  3  gehe  da- 
durch aus  3  hervor,  daß  man  eins 
der  Teilintervalle,  etwa  (a,  ßy,  in 
zwei  Teile 

<«,  y}  und  <y,  /3>       {a<y<ß) 

zerlegt. 

I.  ■  h 

Um  S(3)  zu  erhalten,   muß  man  in  dem  Ausdruck  S(3) 

d  a 

das  Glied 

R{a,  ß)     durch     RU,  y)  4-  R{y,  ß) 

ersetzen.     Wir  dürfen  daher  sicher  sein,  daß 


0 


U  f      J7-i 


Fig.  9. 


S(3)^S(B) 


ist. 
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SCB)  vergrößert  sich  also  nicht,  wenn  man  eins  der  Teil- 

a 

Intervalle  von  3  ^^  zwei  Teile  zerlegt.  Wendet  man  diese 
Bemerkung   mehrmals    an,    so    erkennt   man,    daß  S(3)   sich 

a 

nicht  vergrößert,  wenn  man  von  3  <^lurch  Weiter- 
teilung (d.  h.  durch  Hinzufügen  neuer  Teilpunkte  zu  den  alten) 
zu  einer  neuen  Zerlegung  übergeht. 

Die  Folge  3^,  32?  ßs;  ■•  •  ^vei'den  wir  eine  3 "Kette 
nennen,  wenn  jedes  3«  +  i  ^^^  -8«  durch  Weiterteilung 
entsteht. 

^^^  3i7  32  5  33;  •  •  •  ^^^^  3'K6^^®j  so  hat  man 

S(3>)^S(32)^S(33)^---, 

a  a  a 

so  daß 

S(3i),  S(32),  8(33),  •  •  • 

a  a  a 

eine  absteigende  Folge  ist.  Diese  Folge  ist  beschränkt, 
weil  für  jedes  3  die  Ungleichungen  gelten: 

(6  -  a)  m{a,  h)  £  S(3)  ^  (^  -  «)  m^h  h) 

a 

Aus  i?  16  können  wir  also  entnehmen,  daß 
lim  S(3;) 

a 

existiert. 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  Summenausdrücke 

S(3)  und  8(3') 

u  a 

miteinander  vergleichen. 

3  habe  j)  und  3  habe  p'  Teilintervalle,  d  sei  die  Ma.xi- 
mallänge  der  Teilintervalle  von  3')  ^^^^^  ^  die  Maximallänge 
der  Teilintervalle  von  3'- 


1)  Keins  der  fraglicbcn  Toilintervalle  soll  also  größer  als  d  und 
wenigstens  eins  gleich  d  sein.  Als  Länge  oder  Größe  eines  Intervalls 
bezeichnen  wir  die  Differenz  ß  —  k.  wi'nn  «  seine  untere  und  ß  seine 
obere  Grenze  ist. 
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Die  Teilinteryalle  von  3  zerfallen  in  bezug  auf  ß  ii^  zwei 
Klassen : 

1.  solche,   die   in   einem    der  TeilintervaUe  von  3'  liegen: 

2.  solche,  die  wenigstens  einen  der  Teilpunkte  von  3'  i^^ 
ihrem  Innern  enthalten. 

Offenbar   kann   es   höchstens    p'—  1    Teilintervalle   zweiter 

Klasse  geben. 

h 

Die  Glieder  B(a,  ß)    in  S(3)    i^ewiieu    wir    Glieder    erster 

a 

oder  zweiter  Klasse,  je  nachdem  (a,  ß)  ein  Teilintervall  erster 
oder  zweiter  Klasse  ist. 

In  jedem  Glied  Ii{a,  ß),  das  zur  zweiten  Klasse  gehört, 
wollen  wir  M(ci,  ß)  durch  tn{a,  ß)  ersetzen.  Dann  sind  diese 
Glieder  zusammen  mit  den  Gliedern  erster  Klasse  nicht  größer  als 

S(3')- 

Die  Verkleinerung,  die  wir  vorgenommen  haben,  ist  aber 
nicht  größer  als 

(p'~l)  d  {M{a,1))  -  mia^h)] . 

Setzen  wir  also  ili(a,  h)  —  mia,  h)  =  (?(a,  6),  so  können 
wir  schreiben: 

an 

Aus  demselben  Grunde  ist  aber 

a  a 

Jetzt  sei  3u  32?  33;  •  •  •  ^i^^  3"K6tte  mit  der  Eigen- 
schaft limd^=0.^)  Eine  solche  Kette  wollen  wir  eine  aus- 
gezeichnete 3-Kette  nennen. 

Femer  sei  3/>  32';  33';  •  •  •  ^^^^  Folge  von  Zerlegungen 
mit  der  Eigenschaft  lim  8^  =  0.^)  Eine  solche  Folge  wollen 
wir  eine  ausgezeichnete  3"Folge  nennen. 

Wir  wissen,  daß 

lim  S(3J  =  8 


1)  5„(^„')  ist  die  Maximallänge  der  TeilintervaUe  von  3«  (S/)')- 
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existiert;  denn 

h  b  h 

S(3i)j  8(32)7  SCBs)»  •  •  • 

a  a  a 

ist  eine  beschränkte  absteigende  Folge. 
Wir  wissen  ferner,  daß  die  Folge 

h  h  h 

■S(3i')>  8(82')?  SCBs')?  •  •  • 

a  a  a 

beschränkt  ist.  Gelingt  es  uns  zu  zeigen,  daß  sie  nur  einen 
Häufungswert  hat,  so  folgt,  daß  sie  konvergent  ist.  Nun  sei 
S'  ein  solcher  Häufungswert.  Dann  läßt  sich  in  unserer  Folge 
eine  Teilfolge 

8(3i),  S(32),  8(33),  •■■ 

a  a  a 

SO  wählen,  daß 

ii»iiS(3J  =  8' 

a 

ist. 

Wir  wollen  nun  auf 

8(3J    ^nd    s(3J 

a  a 

die  oben  erhaltenen  Ungleichungen  anwenden.  Dann  ergibt  sich 

S^3J-(^„.-i)ö>ffl,&)<S(3J, 

a  a 

S(3J-(i>«-i)d.<T(«>&)^S(3„)- 

^n{^n^  ^^^  Ph(P,i)  ^^^^  ^^^  Maximallänge  und  die  Anzahl 
der  Teilintervalle  bei  3«(3m^- 

Halten  wir  )n  fest  und  lassen  n  die  Folge  1,  2,  3,  .  .  . 
durchlaufen,  so  liefert  die  erste  Ungleichung 

S^S(3J- 

a  a 

Halten  wir  11  fe.><t  und  lassen  nt  die  Folge  1.  2,  3,  .  .. 
durchlaufen,  so  liefert  die  zweite  Ungleichung 

8'^S(3J- 
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Lassen  wir  in   diesen  neuen  Ungleichungen  m    und  n  die 
Folge  1,  2,  3,  .  .  .  durchlaufen,  so  erhalten  wir 

S<8'    ^"^ci    s'^8- 

a  n 

Es  ist  daher 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  beschränkte  Folge 

0  6  6 

SCBi')?  S(32')>  SCBsOj  •  •  • 

a  a  a 

I, 

nur  den  einen  Häufungswert  J>,  hat.     Wir  dürfen  also  schreiben 

n 

iims(3;)  =  s 

a  a 

und  folgenden  Satz  aussprechen: 

h 
Ist  f\x)  in  (^a,})}  stetig,  so  konvergiert  S(3)  immer 

a 

), 

nach    demselben    Grenzwert    8,    wenn    3    irgend    eine 

a 

ausgezeichnete  3-Folge  durchläuft. 

Wir  wissen,  daß  ^  (  3)  stets  gi-ößer  oder  gleich  (h  —  a)  m{a,  h) 
und  kleiner  oder  gleich  (b  —  a)  M{a,  t)  ist.     Daraus  folgt 

(h  -  a)  m  (a,  b)^^£(h-a)  31  (a,  b) . 

a 

Da  nun  die  Funktion 

{b-d)f{x) 

in  <a,  &/  stetig  ist  und  an  einer  Stelle  den  Wert  (t  — «)  »i{a,b), 
an  einer  andern  den  Wert  (b  —  a)  Mia,  b)  annimmt,  so  gibt  es 
nach  i?  33  in  /«,  b>  eine  Stelle  t,,  so  daß 

8  =  (6 -«)/■(!) 

a 

ist. 

Wenn  o  <c  <b  ist,  so  hat  man 

S  =  8  +  S- 
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Um  dies  zu  beweisen,   braucht   man  nur  eine  ausgezeich- 
nete ß'Kßtte   3i7  32?  837  ■•  •    2iu   betrachten,  wo   3i    ^^^   Zer- 

h 

legung  von  (a,hy  in  (a,c}  und  (c,h}  ist.  S(3„)  spaltet  sich 
dann  in  zwei  Bestandteile,  von  denen  einer  nach  ^,  der  andere 
nach  ^  konvergiert. 

c 

Machen  wir  die  Festsetzung,  daß 


sein  soll  und 

S  =  o, 
(( 

so  gilt,  wie  man  auch  x^,  x^,  x.^  in  <^a,by  wählen  mag,  immer 
die  Formel 

(*)  S  +  S  +  S  =  0. 

Ebenso  ist  immer,    wie   man  auch  x  und  x  -\-  li   in  < «,  H} 
wählen  mag, 

X 

Jetzt  wollen  wir  die  Funktion 

F{x)  =  ^  (a<c<b) 

a 

betrachten   und   zeigen,   daß   sie   in  <a,h)   überall   die  Ab- 
leitung f{x)  hat. 

Nach  Formel  (*)  ist,  wenn  ./•  und  x  -\-  h  \h  ^  0)  in  •  a,  h} 
liegen, 

F(a;  +  //)-F(a-)  =  S-8  =  S, 

tax 

also  nach  (**) 

F{x  -t-  h)  -  F[^x)  =  h t\x  +  »li) 

und  daher  wegen  der  Stetigkeit  von  f'{x) 

lim  ^''^-^  +  ^I'J:^^-  ^  fix) ,  (  hm  1,  =  0) 

(1.  h. 

F'{x)=t\x).  {a^x<^h) 
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Wendet  man  die  obigen  Betrachtungen  auf  die  Funktion 
—  f(x)  an,  so  ist  — m(a,ß)  der  größte  Funktionswert  in  (cc,ßy. 
An  die  Stelle  von  It{a,  ß)  tritt  also  der  Ausdruck 

—  r{cc,  ß)  =  —  (ß  —  a)  ))i  (cc,  ß) 

und  an  die  Stelle  von 

S(3) 

a 

der  Ausdruck 

/) 
-  '^ (3)  =  -  {r{a,  Xi)  +  r(x^,  x.^  +  •  •  •  +  r{Xp_^,  V) ] . 

a 

Lassen  Avir  3  eine  ausgezeichnete  ^'^g^^^  durchlaufen,  so  kon- 

h 

vergiert   —  s(3)    absteigend    nach    einem    Grenzwert,    den    wir 

a 
h 

mit  —  s  bezeichnen. 

'i 

Die  Funktion 

X  a 

0{x)  =  —  s  (s  =  0) 

X 

hat    dann   die  Ableitung  —  f{x)  und  .s  die  Ableitung  fix). 

a 

X  X 

^  und  S  haben  also  dieselbe  Ableitung.  Weil  sie  außerdem 

a  a 

für  x  =  a  beide  null  sind,  ist  in  <(«,  hy  durchweg 

X  X 

■^  =  s, 

a  a 

und  insbesondere 

s  =  8- 

a  a 

h  h 

Da    nun    —  >^(3)    absteigend    nach    —  J^    konvergiert,    so 

a  a 

h  h  h 

konvergiert  .s(3)  aufsteigend  nach  S>  während  S(3)  dem- 

a  a  a 

selben  (irenzwert  absteigend  zustrebt. 
Es  ist  also  für  jede  Zerlegung  3 
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O 


Fig.  10. 


denn  mit  jeder  Zerlegung  kann 
man  eine  ausgezeichnete  3 "Kette 
beginnen. 

Fig.  10  zeigt  die  geometrische 

b 

Bedeutung  von  s  (3).    Durch  Fig.  i> 

a 

wurde  die  geometrische  Bedeutung 

h 

von  ^(3)  angedeutet. 


§  130.    Verwertung  von  Differentiationsresultaten. 
1.  Die  Potenzreihe 

habe     einen     von     Null     verschiedeneu     Konvergenzradius. 
Setzt  man 

fix)  ==  ((q  -\-  a^x  -{-  a,  X-  -i-  •  '  ■ , 

so  wird  in  {—q,  q) 


ß 


fix)  dx  =  C  -\r  üf^x  -\-    '2     +    -^ 
Nach  §  90  hat  nämlich  die  Reihe 


+ 


«.,  A-' 


+ 


»0^'+     '2      +      3 
denselben  Konvergenzradius  q   wie   a^^-\-  a^x  -[-  a^_x-  -\-  •  •  •  und 
in  ( —  Q ,  q)  die  Ableitung  a^  -\-  a^x  -\-  a.,x^  +  •  •  •  • 

Wenn  alle  Koeffizienten,  die  auf  a„  folgen,  gleich  Null 
sind,  so  haben  wir  eine  ganze  rationale  Funktion  und  es  wird 

j{aQ+  a^x  ^ \-  a,^x")dx 

Das  Integral  einer  ganzen  rationalen  Funktion  )/-ten  Grades  ist 
also  eine  ganze  rationale  Funktion  (>^-f  l)-ten  Grades. 

2.  Wenn  .*'>0^),  so  hat  man  für  jedes  >/,  das  von  —  I 
verschieden  ist, 

1)  Bei  ganzzabligen  Werten  von  n  braucht  man  diese  Einschrän- 
kung nicht  zu  machen.  Nur  muß  mau  für  »  =  —  2,  —  3,  .  .  .  den  Wert 
X  =  0  ausschließen. 
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X 


11  + 1 


f^n  +  1^^"'^^-  (vgl.  §65) 

Es  ist  also  für  :r  >  0 


Z.  B.  ist 


Jx"dx=C+  ^f^|-  (n  +  l§0) 


Im  Falle  n  =  —  1  wird  unser  Integral    / Wir  wissen 

»        J      er 

aber,  daß 

7  1  cl  X 

d  log  X  =  —^ 
ist.     Daraus  folgt  für  a;  >  0: 

/^=C+log^. 

Für  ^  <  0  hat  man 

rflog(-a;)  =  -5^, 
also 

J  ^=C+log(^-a:) 

3.  Da  für  a  >  0 

d  1        =  a-^'  dx 
log« 

ist,  so  hat  man 

i  cv' dx  =  C -[-    ''     ■ 
J  log« 

Insbesondere  ist 

j  e"  dx  =  C  +  e\ 

4.  Aus 

fZ(—  cos  X)  =  sin .'?;  dx,     d^inx  =  cos  ^<^j' 
ergibt  sich^j 

/  sin  X  dx  =  C  —  cos x,    j  cos  xdx  =  C  +  siii  x'. 
Aus 

dtsx  =  — 5—,     d(—  cotx)  =   .  ., 


1)  Das  hätte  man  auch  aus  den  Reihen  für  cosx',  sin  a'  unter  An- 
wendung von  Nr.  1  finden  können. 

Kowalewski,  l)iffer<'utial-  und  Xntegral-RecluiuuK.  12 
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folgt 

— i— =  C'+tffÄ',     /    .\    =C  —  cotx. 
cos^a;  J    sin-B 

Im  ersten  (zweiten)  Falle  ist  x  auf  ein  Intervall  zu  beschränken, 
in  welchem  cosic  (sina;)  nicht  null  wird. 
5.  In  dem  Intervall  ( —  1,  1)  ist 

-,  ,  N  dx  ,  .  dx 

d  ( —  arc  cos  x)  =  - ,     d  arc  sm  x  =  — • 

^  ^        yi  — a;*  yi  — ic« 

Also  hat  man 

dx 


/- 


=  C  —  arc  cos  x 
yi— a;- 

oder  auch 


arcsmic. 

j  yi -•'••' 

Aus 

(?  arc  ts"  X  =  ,   ,-  ,     und     d  (—  arc  cot  x)  =  ;— , — * 
^  1  -|-  a;-  ■  ^        1  -}-  x' 

schließen  wir,  daß 


/ 


;-,     ,  =  6'  +  arc  tga; 
1  +  't  ° 


oder  auch 

/  — -; — i-  =  C  —  arc  cot  X 
ist. 

arc  cos  x  +  arc  sin  x  und  arc  tg  x  -\-  arc  cot  a;  sind  Konstanten. 
Man  findet  leicht,  daß  beide  gleich  ti^  2  sind.  Man  braucht  nur 
zu  bedenken,  daß 

tg  '    =  cot  '    =  1     und     cos  '    =  sin  ^  =     _ 

'^4  4  4  *  1  2 

ist. 

G.  In  i?  65  fanden  wir 

d\og{x-\-y\  +  x^)=       ^"^ 


yi  -f  X-* 
Es  ist  somit 

7.  Wir  betrachten  ein  Intervall,  in  welchem  f{pc)  überall 
positiv  ist  und  eine  Ableitung  be.sitzt.  Dann  ist  in  diesem 
Intervall  (nach  >j  H5) 
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7  1       j.-r   \        f'{x)dx 

d\ogt(x)=  -^, 

also 

/f(x)dx       ^   ,    1      ^/ 

Man  hat  z.  B. ,    wenn  sin  .k  in    dem    Intervall  positiv  ist, 

/,            ,                   /     COSA'  dX  xr      ,      1 

cota;  dx  =   f       . =  '    +  logsm^!, 
«7        sma; 

ebenso,  wenn  cos  x  in  dem  Intervall  positiv  ist, 

/  ,  ,  /  sinxdx        ^       , 

J  tgx  dx  =  I =  C  —  log  cos  X . 

§  131.     Hilfsmittel    zur    Vereinfachung^    von    Inte- 
gralen.    1.  Wenn  c  eine  Konstante  ist,  so  hat  man 

j  cf{x)  dx  =  c  f  f{x)  dx .  (c  ^  0) 

Beweis:^) 

d{cF(x))  =  cdF{x). 

2.  f{f{x)  +  gix)  ]  dx  =ff(x)  dx  +ffj{x)  dx. 
Beweis:^) 

d{F{x)  ^G{x)]  =  dF{x)  +  dG{x). 

3.  Wenn  fix),  g  ix)  und   f  g(x)f"{x)dx  existieren,  so  hat 

fix)g{x)—Jg(x)f{x)dx 
die  Ableitung 

f(x)g{x)  +  f\x)g(x)  -  g{x)f'{x)  =  f{x)g{x). 
Es  ist  also 

ff  ix)  g  {x)  dx  =  t\x)  g  (x)  -j  g  {x)  f  (x)  dx 

oder  kürzer: 

Jf(x)dg(x)  =  f(x)g{x)  —fg(x)df{x). 

Das  ist  die  Regel  der  partiellen  Integration.    Sie  führt 
das  Integral 

1)  Wir  setzen  voraus,  daß  ff{xjdx   und   f(j{x)dx   existieren    und 
bezeichnen  sie  mit  F'x)  bzw.  G\x). 
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jf{x)g{x)dx 
auf  das  (unter  Umständeu  einfachere)  Integral 

j  g{x)f{x)do' 
zurück. 

4.  F(u)  habe  in  <^a,  ßy  die  Ableitung  F'(u)  =  (p(u)  und 
f(x)  in  <ji,  by  die  Ableitung  f'(x).  Außerdem  mögen  alle  Werte 
von  f(x)  in  <^a,  ßy  liegen.     Nach  §  64  ist  dann 

dF{f{x))  =^  <p{f{x))f'{x)dx, 
also 

F{f{x))=f(p(f(x))f'{x)dx. 

Andererseits  ist  aber 

F(ii)  =  I  (p(^u)du, 
also  vermöge  u  =  f(x) 

J  g)  (w)  du  =  f  (p  (fix))  fix)  dx. 

Diese  Formel  zeigt,  wie  man  ein  Integral  transformiert, 
d.  h.  wie  man  eine  neue  Veränderliche  in  das  Integral  einführt. 
Man  ersetzt  u  durch  f(x)  und  du  durch  f"{x)dx}) 

Kann  man  j  (p(u)du  berechnen  und  setzt  man  in  dem 
Resultat  u  =  f{x),  so  ergibt  sich 

/  cp(f(X))f'{x)d.r. 
§  132.     Beispiele.      1.    /    .  '      zu   berechnen,     x   sei  auf 

•^  ^    sm.r 

ein  Intervall  beschränkt,  in  welchem  sin  x  positiv  ist. 
Man  hat 


/    fix    iniuxdx         I     ainxilx 

,/    sin.»'       ,/      sin-.c  ,'    1  —  C(>9*.t 


Nun  ist  aber 


1)  Benutzte  man  nicht  //'(.r)f/a;,  sondern  /  /  .n  zur  Bezeichnung 
eines  Integrals,  so  würde  die  Transfonnationsregel  nicht  so  einfach 
lauten.  Es  war  ein  genialer  Gedanke  von  Leibuiz,  sich  für  lf(x)(lx 
zu  entscheiden. 
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^L     =  V/     1      + ^ ] 

1  —  cos^x         2   \1  —  cosa;         l-|-cosa;/' 
also 

J^  dx  1     I     äinxdx  1     r   sinxdx 

sin  as         2  J    1  —  cos  a;  2  ^     1  +  cos  x 

=  C  +  .^  log(l  —  cos  x)  — -  log(l  +  cos  x) 
oder  wegen 

1  —  cos  X  =  2  siü^  \   ,     1  +  cos  X  =  2  cos^  -^ 


ichließlicli 


J 


sin«  o    &  2 


Da 

^  2 
Sin  o;  =  — 


i  +  tg^^ 


ist,  so  haben   sinic   und  tg—  dasselbe  Zeichen,     tg^    ist  also 
positiv,  weil  wir  sin*'  als  positiv  voraussetzen. 

Um     /  zu    berechnen,    setze    man    x  =  —  ^  +  ii. 

J    cosic  '  2 

Dann  wird 

/dx  C  du         /-i   ,    1       ,     u 
=   I  ~ —  =  (^  +  log  tg  -"  , 
cos  X        J    ■svü.u  o    o  2  ' 


also 

dx 
cos« 


/< 


=  C'  +  logtg(|  +  ^). 

2.  Durch  partielle  Integration  findet  man 
y  e~^a;  äx  =  —  e'-^'x  +  /  e~'"  dx, 
I  e~-^x^dx  =  —  e~'-'x^ -{-  2  /  e'^'xdx, 

I  e~'^x"-dx  =  —  e~'^x" -{•  n  j  (r'^x"-~^dx. 
Hieraus  folgt 

fe-'xUJx  =  -  f-'  [x"  +  nx"-^+  n(ri— l)x"-^ -{ nl)  +  0 

oder,  wenn  wir 
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X"  =  f{x) 
setzen, 

fe-'f{x)  dx e-^  {f{x)  +  fix)  +  •  •  •  +  f^'Kx)]  +  C. 

Diese  Formel   gilt  auch,   wenn  f{x)   eine   beliebige   ganze 
rationale  Funktion  w-ten  Grades  ist. 
3.  Um  das  Integral 

'l  —  x 


/> 


,  ,      dx  {—Kx<l 


zu  berechnen,  setzen  wir 

arc  cos  a:  =  u . 
Dann  ist 

1  —  X  1  —  COSU  (1  — COSM)-  ^  .  ^ 

X  =  coBU,    ^   ,      =  -    , =  ^ — .  -, — -  ,    c(x  =  —  sin  u  du. 

'     1  +  ^        l-j-cosM  am'u       ' 

Da    0  <  H  <  :t    (nach    der    Definition    von    arc  cos),    also 
sin?/  >  0,  so  hat  man 


1  /l  —  X  1  —  COSM 

V  1  -\-  X  sin  « 

ießlich 

/  1/     ,      dx  =  I  (cos u—  1) du  =  C  -^  sin  n  —  u 


Man  erhält  schließlich 


/  1/..  1 —  dx  =  C  -\-  Vi  —  X-  —  arc  cos  x 


oder 

4.  Um 

zu  finden,   wo  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion    und  nt 
eine  positive  ganze  Zahl  ist,  setze  man 

X  ~  a  =  i( . 
Dann  wird 

fix)  =  /(a  -f  ?0  =  /"i«)  +  "  /"(«^  +  2:  ^"^«^  +  ■  •  • 
und 
rmdx  _      .   rdu     f'ia)  r  du       rc«)  T  ''«    , 

Die  Integrale  rechts  lassen  sich  alle  augeben. 
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§  133.  Integration  der  rationalen  Funktionen.  g{x) 
sei  eine  ganze  rationale  Funktion,  die  sieb  als  Produkt  von 
lauter  verschiedenen  Faktoren  vom  Typus 

X  —  c  (c  eine  Konstante) 

darstellen  läßt,  so  daß 

(/(X)  =  [X  —  C^)(X  —  C2)  .  .  .  {X  —  Cj 

ist  und  c.  ^  c^  (i  ^  Ji). 

Schon  Leibniz  hat  fim  Jahre  1702)  eine  Methode  zur 
Integration  von 

m 

angegeben,   wobei   f(x)    eine  beliebige   ganze    rationale    Funk- 
tion ist. 

Man  geht  von  der  Bemerkung  aus,  daß  aus 

1  =  X  —  a,    m  =  X  —  h,   n  =  x  —  c,  .  .  . 
folgt 

m  —  l  =  a  —  h 

und  hieraus  durch  Division  mit  Jm 

1   _   1   _a  —  h 
l         m  Im 

oder 

^-  =  -  4-  '^ 
Im        Im' 

wobei  a,  ß  Konstanten  sind. 

Multipliziert  man  auf  beiden  Seiten  mit  1/n,  so  kommt 

^i-  =  -^  4-   P 
Imn        hl        nin' 

also    auf  Grund   der   schon   gefundenen  Zerlegungsformel  (die 
man  auf  l/hi  und   1/w/?  anzuwenden  hatj 

L  =  "'  +  i^  +  y' 

Imn         l  »1         )i  ' 

wobei  a',  ß',  y'  Konstanten  sind,  usw. 

Man  sieht  auf  diese  Weise,  daß  eine  Zerlegung  von  fol- 
gender Form  existiert: 

1  _   _  "l  ,  «::  J L  ^" 

(jfx)  X  —  Ci  X  —  C._,  X  —  c„ ' 

wobei  die  a^,  u.^,  .  .  .,  u^  Konstanten  sind. 
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Diese    Konstanten    lassen    sich    auf    folgende    Weise    be- 
stimmen.    Man  hat,  wenn  man  alles  auf  den  Nenner  g  (x)  bringt^ 

«1      +  .  .  .  j "« :  ^i?) 

.r  — Cj  ^  —  c,,        g{x)^ 

und   G{x)  ist  ein  Ausdruck  von  der  Form 

A^x"-'  +  Ä,x"-'i-  •  •  •  +  A,,_,x  +  Ä„_,. 
Setzt  man 

so  hat  man  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  für  die  n 
unbekannten  Konstanten  a^,  «g,  .  .  .,  a^. 

Man  kann  aber  zur  Bestimmung  der  a  auch  so  verfahren. 
Es  ist  z.  B. 

girr)  i    '  i-    \x-c^    '  ^  —  cj 

oder 

, ^^^/— ^  =  «1  +  U  -  Ci)  (-'''■     -i -f     ""    )  - 

(x  —  c^)...(x  —  C„)  1  ^'\x  —  c^  X  —  cj 

Läßt  man  x  nach  q  konvergieren,  so  ergibt  sich 

_  1 

"i  ~  'c,  —  c,)  (Ci  —  Cs) . . .  (c,  —  c„)  ■ 

Auf  Grund  der  Zerlegungsformel  für  1  :  p(x)  wird 

f{xj  ^   ycij'icc) 
ß(x)       ,-f-j  .T  —  c„ ' 
also 


/f(x)dx ■>^-'       l'f{x)dx 
Oix)     ~,^,  ^\'   x  —  c^ 


Cfix)  d 


Man  hat  also  nur  Integrale  vom  Typus 

)dx 
c 

zu    berechnen.     Diese    Berechnung    haben   wir    aber    in   i;   132, 
No.  4  kennen  gelernt. 

Leibniz  hat  auch  den  Fall  erledigt,  wo  der  Nenner  der 
rationalen  Funktion  die  Form 

g{x)  =  {x  —  c^p{x  —  c^f'  ...{x  —  c,j*" 

(c^  ^  c^,  wenn  i  ^  Ä) 

hat  und  /.j,  /.o,  .  .  ..  /.•„  beliebige  positive  Zahlen  sind,     {u  >  1) 
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{i=l,2,..  .,n) 


Setzen 

wir 

li 

= 

j: 

-Ci, 

so 

können 

wir 

sehr 

eiben 

Xun  ist  ab 

er 

1 

= 

h 

1       1 

1 

= 

«1 

+  ;:■ 

als 

0 

(«j,  «2  Konstanten) 


</>'     hg'^)     hgi^)' 

Der  erste  Xenner  rechts  lautet 

'l  '2    ''3     •  •  •  'n     } 

der  zweite 

Jedesmal  ist  also  ein  Exponent  um  1  vermindert.  Solange 
noch  zwei  verschiedeue  Linearfaktoren  da  sind,  läßt  sich  das 
Verfahren  "weiter  anwenden.  Man  kommt  auf  diese  Weise  zu 
einer  Zerlegung  von   1  :  fj(x)  in  Brüche  von  der  Gestalt 

Y 


so  daß 


(x  —  c)'" ' 
lf(x)dx 


gi^) 

eine  Summe  von  Integralen  der  Form 


/t\x)dx 
(X  —  c)' 


.        ix 


c)'" 

"wird.  Diese  Integrale  wissen  wir  aber  zu  berechnen  (vgl.  §  132). 
Leibniz  hat  schließlich  auch  den  Fall  erörtert,  "wo  der 
Xenner  nicht  in  lauter  Linearfaktoren  zerlegbar  ist.  In  diesem 
Falle  läßt  sich,  wie  in  der  Algebra  gelehrt  wird,  (fix)  in  qua- 
dratische und  in  Linearfaktoren  zerlegen,  d.  h.  in  Faktoren 
vom  Typus  ^) 


1)  Wäre  «^  —  45^0,  so  ließe  sich  x--\-ax-\-b  in  zwei  Faktoren 
vom  Typus  x  —  c  zerlegen.    Wir  müssen  also  annehmen,  daß  4fe  —  a*>0 

ist.     Dann  hat  x^  -\-  ax  -^h,  weil  es  gleich  Ix-f  „  )  + '^ j-  i^t,  nur 

positive  Werte. 
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x^  -\-  ax  -\-})  {et,  h  Konstanten) 

und  solche  vom  Typus 

X  —  c.  [c  eine  Konstante) 

Leibniz  kennt  diesen  Satz  nocli  nicht.     Es  gelingt  ihm  daher 
z.  B.  nicht 


r  dx 


zu  berechnen,  und  er  glaubt,  daß  diese  Funktion  sich  nicht 
durch  die  bekannten  ausdrücken  läßt.  Er  versucht  sogar  zu 
beweisen,  daß  x^ -\- a^  sich  nicht  in  zwei  quadratische  Fak- 
toren zerlegen  läßt. 

Bezeichnen  wir  mit  L{x)  das  Produkt  der  linearen  und 
riiit  Q{x)  das  der  quadratischen  Faktoren  von  g{x)j  so  ist 
1/L(x^  eine  Summe  von  Gliedern  der  Form 

j: 

(x  —  c)'" ' 
also   unsere  rationale  Funktion   eine  Summe   von  Gliedern  der 
Form 

B(x)== -^M_     . 

Nun  hat  man  aber^) 

Q{x)  =  Q(c)  +  (x-c)Q,{x) 
oder 

Q(c)=Q(x)-{x-c)Q,(x), 

wobei   Qi  (x)  eine  ganze  rationale  Funktion  bedeutet. 
Da  Q[c)  >  0  ist,  so  könne)]  wir  schreiben 

T?r^\  _  /■(•'^)  <i^(^)  -  (^  -  c)  Qr  ix) 


so   daß 

Q{c)        Q{xj{x  —  c)"'        ' 

B{x)  = 
ist.  2) 

m             f,{x) 

Q{c)  {X  —  c)"*        Q(x)  {X  —  c)"«  -1 

Das  Integi-al 

Cmdx 

J  {X  —  c)"' 


1)  Dies   kann   man,    wenn    man  will,    aus   der  Taylorschen  Formel 
entnehmen. 

2)  fx{x)  =  fix)Q,ix):Qic). 
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wissen  wir  zu  berechnen,  und  auf 


D  f    y\         __  /  1      W 


P 


können  wir  dasselbe  Reduktionsverfahren  anwenden  usf.,  bis 
wir  schließlich,  abgesehen  von  bekannten  Integralen,  nur  noch 
ein  Integral  von  der  Form 

zu  berechnen  haben.  ^) 

Wenn  q^,  q^  zwei  verschiedene  Faktoren  von  Q{x)  sind, 
also 

q.2  =  x^  -{-  «2  X  +  K , 

so  gibt  es  für  1  5i52  ^^^  Zerlegungsformel,  die  hier  ähnliehe 
Dienste  leistet,  wie  früher  die  Zerlegungsformel  für  l/I»/. 
Im  Falle  %  =  a^  hat  man 

also 

1         1  _  ?^  —  &i 

oder 

1     _  §,  j_  ß, 

wobei  ß^  =  —  ß^=  1  :  {h^—  h^)  ist. 
Im  Falle  a^  ^  «2  ^^^ 

a^(ga  -  gl)  _  .^2    ,    ^2  -1^  ^. 

«2   «1  '  '''.»  «1 

ein  quadratischer  Ausdruck  wie  q^  und  ^o-     ^^ii'  schreiben 

— ^^^ —  =  X'  +  üoX  -\-  0,  =  r/o. 

0„  —  «1  •         d  '        ö  J.Ö 

Nun  ist 

(«2  -  «3)21  +  («3  -  «1)32  +   («1  —  «2)^3 

eine  Konstante  c,  weil  die  Glieder  mit  x^  und  a;  sich  fortheben. 
Diese    Konstante    ist    von    Null    verschieden.      Setzen    wir 
nämlich  für  q^  seinen  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir 
(«2  —  «3  +  X)qi  +  («3  —  Ui  —  x)q^  =  C. 

1)  F{pa)  ist  eine  ganze  rationale  Funktion. 
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Wäre  c  =  0,  so  müßte  für  x  =  a^—  «, 

sein  oder,  da  der  erste  Faktor  sich  auf  a^  —  a^^O  reduziert, 
Q.2  =  ^\  ^^^  nicht  m()glich    ist  fvgl.  die  Fußnote  auf  S.  185). 
Wir  haben  nun 


)der 


—  a^  -\-  X        a,j  —  «1  —  X  c 

<h  (h  ~         'h  Qi        ' 


wenn  wir 

_  a^  =  «2  =  1/c     und     ß^  =  (a^  -  a^)/c,  ß.^  =  («2  —  as)/c 
setzen. 

Die   Zerlegungsformel   für   den    FaU  a^  =  «^    li'^^   dieselbe 
Form  wie  die  obige.     Nur  ist  «^=«.2=0. 

Mit     Hilfe     unserer    Zerlegungsformel     können    wir    nun 

l'l<\x)dx 

I  0(x)  '  ^^^^^S^  noch  zwei  verschiedene  quadratische  Fak- 
toren in  Q(x)  stecken,  in  zwei  andere  Integrale  zerlegen,  bei 
denen  der  Nenner  je  einen  quadratischen  Faktor  weniger  ent- 
hält. Wir  kommen  dadurch  schließlich  auf  Integrale  vom 
Typus 

r       G{x)dx 
,f  (x-'-ir  ax  +  h)"" ' 


Dabei  ist  G{x)   eine   ganze  rationale   Funktion,   m    eine    posi- 
tive ganze  Zahl  und  4&  — a^>0. 
Setzen  wir 


so  «reht 


/G{x)d.v  .        1'  JI  K  (In 


11  Der. 

Dieses    neue    Integral    /.erfällt    in   eiiu^  Anzahl    von    Sum- 
manden, von  denen  die  einen   den   Typus 

!  „/S_l;,s)"" 
die  andern  den  Typus 
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fu'^  +  'd 


du 


haben    (v  =  0,  1,  2,...),    abgesehen    von    einem    konstanten 
Faktor. 

Das  zweite  Integral  verwandelt  sich,  wenn  wir  die  neue 
Veränderliche  u'^  =  t  einführen,  in 


1  r  fdt 

"2'J  If+V^T' 


ein  Integral,  das  wir  zu  berechnen  wissen. 

Was  das  erste  Integral  anbetrifi't,   so   beachte  man,   daß 

Hiernach  wird  u^^ :  (u^  +  h')'",  abgesehen  von  einem  etwaigen 
ganzen  rationalen  Bestandteil,  eine  lineare  Kombination  der 
IntegTale 

rdu  r      du  r      du 

Nun  ist  aber  für  7^  >  1 

/  u  \'_  1  2(^  —  l)w- 


also 


oder 


« ^  ^ = _  i2p  -  3)  r  ^-, + 2{p  -  i)h^  r^ 


/du         _      2j)  — 3        r         du  l  u 


Das  Intesrral 


/. 


reduziert  sich  hiernach  auf 

du 

so  daß  schließlich  nur  das  Integral 


/c 
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/ 


du 

w»  +  /t« 


übrig  bleibt.     Dieses  Integral  ist  aber  gleich 
C  +  \  arctg  l  • 

Bemerkung".  Bei  unseren  Integrationen  kommen  wir 
vollkommen  aus  mit  den  rationalen  Funktionen,  der  Funktion 
Logarithmus  und  der  Funktion  Arcustangens.  Diese  Funktionen 
genügen   also,   um   alle    rationalen  Funktionen    zu    integrieren. 

§  134.  Das  Integral  jU{x',  x'-^,  .  .  .,  x'i)dx.  Durch 
Üi  deuten  wir  eine  rationale  Operation  an.  )\,  »-g,  ...  )\.  sollen 
rationale  Zahlen  sein.^) 

Es  sei,  wenn  wir  alle  >•  auf  denselben  Nenner  bringen, 

Hj  /i,  "i- 

1  H  '       2  ;,>•••'*  jj 

Setzen  wir  jetzt 

X  =  t",     also     dx  =  nt"~^(H, 

so  wird  unser  Integral 

n'SiiP'^,  /"-,  .  .  .,  ^"^)^"~^   ist  aber    eine    rationale  Funktion. 


i^  135.    Das  Integral    f 'Si{x,yaf,x--{-'UiiX-\-f(^)dx.'-) 

Setzt  man 

y  =)/%^M-^i^  +  «2' 
so  stellt  diese  Gleichung  die   eine  Hälfte   einer  Kurve   zweiter 
Ordnung  dar.     {Xq,  //q)  sei  ein   spezieller  Punkt   davon.     Dann 
schneidet  jede  Gerade  durch  (Xq,  «/q),  also  jede  Gerade 

.'/  -  ^0  =  (^  —  -^o)  f 
die  Kurve  in  einem  Punkt.     Setzen  wir  in 

y-  =  ^o-*"  +  2«,  ./■  +  «2 

1)  Wir   wollen  x  und   nachher  t   auf  positive  Werte  beschränken. 

2)  Wir  befinden  uns  in  einem  Intervall,  wo  a^it*  -\-  2a^x  -{-  a^ 
nirgends  negativ  ist.  x^  ist  ein  spezieller  Wert  aus  diesem  Intervall 
und  j/„  =  y%x^-  +  2a, .r,  +  «, . 
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1/  =  I/o  -\-  t  (x  —  Xq)  ein,  so  ergibt  sich   [für  x  ^  x^ 
2y^t  +  (X  —  ^0)^2  =  flo  ix  +  Xq)  +  2a^, 


also 
uud 


^  —  '^0  -  „^  _  fi      "  -  ^  i^; 

„    _  —  2  K  *o  +  «i)«  +  2 2/0 «'  _       ,N 


Die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  lassen  sich  hier 
als  rationale  Funktionen  r{t),  s(t)  eines  Parameters  t  dar- 
stellen. Eine  solche  Kurve  heißt  eine  rationale.  Die  Kurven 
zweiter  Ordnung  sind  also  rationale  Kurven. 

Hierauf  beruht  es,  daß  wir 

/  3? (X, y^o x^  -\-  2a^x  -{-  a.2) dx 

in  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  transformieren  können. 
Man  erhält  nämlich,   wenn  man   die  neue  Veränderliche  t 
einführt, 

fSR{r(t),  s(t))r(t)(U 
und 

SR{r(t),  sff')r'(t) 

ist  eine  rationale  Funktion. 

Bemerkungen.  Wenn  a^  ^0  ist ,  können  wir  x^  =  0, 
I/o  =  1  '^''2  setzen.     Dann  wird 


,   //  = 


«0  —  t-       '   ■'  «0  —  * 

ttn   |/«2    —   2  Oj    <  +  <^  yWj 


/.r  =  2  "'"- 


Wenn  a^  <iO,  so  ist 

für  jc  =  ( >  negativ  und  in  dem  Intervall,  worin  wir  integrieren, 
positiv.     Es  gibt  also  einen  Wert  ./'o,  so  daß 

i/o'  =  ^'o-^'o"  +  2  «1^0  +  «2  =  ^^ 
ist. 
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Wir  liaben  in  diesem  Falle 

(«0  — '")" 

Wäre  «0*0  +  '^i  =  **;  ^^  hätte  man 

a^x"^  -\-  2a^x  +  a.^  =  f/ßia;  —  .r,,)- 
und 

Va^ix  —  x^y  =  ±  (rr  -  Xq)  y'ao, 


so   daß    9i(a^,  l^ao:?;"^  +  2«!  a;  +  «2)  eine  rationale  Funktion  ist. 
Wenn  die  Kurve  nicht  ganz  im  Endlichen  liegt,  so  kann 
man  {Xq,  y^)  ins  Unendliche  rücken  lassen.     Die  Geraden 

2/ -2/0  =  i^  — ^0)^ 
werden  dann  parallel  zu  einer  der  beiden  Geraden^' 

y  ^  X  )/ao     und     y  =  —  x "l/«o- 
Wir  setzen  daher  z.  B. 

Dann  wird 

(IqX^  +  ^xt^ÜQ  +  t'  =  OqX-  4-  'Ja^x  +  «o, 

also 

-  «..  +  /•-' 

■2  a,  —  2f  V«., 

a;,  y  werden   wieder  rationale  Funktionen  von  /. 

i?  136.    Integration  binomischer  Differentiale,     u,  h 
seien  Konstanten  und  7n,  p,  q  rationale  Zahlen.    Dann  nennt  mau 
xP(ü  -\-  hx"'\i<l.r 

ein  binomisches  Differential.     Mit  der  Integration  solcher 
Differentiale  hat  sich  schon  Newton  beschäftigt. 
^Vir  setzen 

,/=  j  x'\a  4-  hx"'\'((x. 


1)  Im    Falle    a^  <  0    liegt    die    Kurve    ganz    im    Endlichen.      Ihre 
Gleichung  läßt  sich  schreiben  —  a^,  ( a;  -| — ^1    +  u'  =  ». —■ 
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Führen  wir  die  neue  Veränderliche 
ein,  so  wird 

Ist 

m 
eine  ganze  Zahl,  so  setzt  sich 

rational  aus  t  und  f^  zusammen.  Wir  haben  also  ein  Integral 
von  dem  in  §  134  besprochenen  Tvpus  vor  uns.  Die  Inte- 
gration wird  dadurch  bewerkstelligt,  daß  man,  wenn  n  der 
Nenner  von  q  ist, 

t  =  u" 
setzt.     Dann  wird 

also  das  Integral  einer  rationalen  Funktion. 
•/  läßt  sich  auch  so  scbreiben : 

J'=  /  xi'^'"'  I  h  -\-  ax~"')''clx  =  jxP^  (h  +  aa;"'i>(^a:, 
wobei 

ist.     Die  Integration  gelingt,  wie  wir  wissen,  wenn 

oder 

p-\-i 


-e-F+^^) 


eine  ganze  Zahl  ist. 

-/  läßt  sich  also  in  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion 
transformieren,  wenn  eine  der  beiden  Zahlen 

P  +  i     jj  +  1 
ganz  ist. 

Kowalewski,  Differential-  und  Integral- Rechnung,  13 
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Durch  die  Transformation 


geht  '/  über  in 

Bringt  man  p  und  m  auf  denselben  Neuner  und  .setzt  ihn 
gleich  k,  so  sind  p^  und  iti^  ganze  Zahlen. 

Wenn  nun  auch  q  eine  ganze  Zahl  wäre,  so  hätte  man 
ein  Integral  einer  rationalen  Funktion. 

J  läßt  sich  also  auch  dann  in  ein  Integral  einer  rationalen 
Funktion  transformieren,  wenn  q  eine  ganze  Zahl  ist. 

Am  einfachsten  lassen  sich  unsere  Resultate  aussprechen, 
w^enn  wir  das  Integral  -/  vorher  auf  die  Form 

j  =JiP[(i  +  htyidt 

bringen.-')  Dann  gilt  folgendes:  J  läßt  sich  in  ein  Integral 
einer  rationalen  Funktion  verwandeln,  wenn  eine  der  drei 
Zahlen 

P,  <h  !>  +  q 

ganz  ist.     Zu  diesem  Resultat  gelangte  auch  Newton. 

4J  In".  Das  Integral  f'^M  {cos  jc,  sin.»)  <  Ix,  Ein  solches 
Integral  läßt  sich  immer  in  ein  Intesxral  einer  rationalen  Funk- 
tion  transformieren.  Man  hat  nach  den  Additionstheoremen 
für  sin  x  und  cos  x 


oder 


cos  ,<•  --=  cos-  ,  —  sin-  . ,  sin  x  =  2 sin  \  cos 


cos*      — sm-  2  sin   ^  cos  ^ 

')  *>     .   .  "2  2 

cos  X  =         "  ■* ,  sin  X  = 

ros-  ^  4-  sin-   ,  cos-  ^^  +sin-  _^ 


weil  COS-   ,   +  sin-    .  =  1    ist. 


1     liii  ilas  /u  erreichen,  wendet  man  die  Transtbrmatiou  x'"  =  t  au 


y"!R(cosx,  siax)dx.  195 


Weim  nun  cos  -  ^  0,   so    können    wir   im  Zähler  und  im 
Xeuner  durch  cos^  —  dividieren  und  erhalten  dann 


l  —  t-      .  2t 

cos  X  = 

wobei 


coüX  =  :^_^^,,  sin:/;  =  ^_^^,,, 


Beschränken  wir  x  auf  das  Intervall    —  .t,  n-  ,  so  ist 

•^  =  arctg  ^, 

also 

,  2  dt 

und  unser  Integral  wird 

r«!  /i-<"        -^t    \^dt 
J  -^  U  +  f''    i  +  t-)  i+t'-' 

Xun  ist  aber 

'^  \i  +  ^"  i  +  rv  1  +  ^' 

eine  rationale  Funktion  von  f,  weil  9i  eine  rationale  Operation 
bedeutet.     Wir  haben  also  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion. 
Xach  dieser  Methode  läßt  sich  z.  B. 


/    dx 

,  /    sin  a; 


sehr  leicht  berechnen.     Es  wird  nämlich 


also 


f^=  p;  =  6'+iog^ 

/  4^-i-  =  c  +  log  tg  ^  • 

,J  amx  0    0  9 


WVnn  ?Riu,  v\  die  Eigenschaft 

9ft(—  ?<,  —  V)  =  9?  (u,  r) 

hat,  so  können  wir  3?(cos.r,  sin./i  rational  durch 

t  =  b^x 
ausdrücken. 

13^ 
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In  der  Tat  ist 

cos  X  sin  X 

cos  a-  =  -' ^ —    ,  sm  a;  =  --^, 

"j/cos^a; -|- sin*a;  "j/cos-'a; -(- sin*a; 

also,  wenn  cos  a;^  0, 

+  1         .  -f-f 

cos  :r  ==     z: ,  sm  ä:  =     ~' 

9i(cosÄ',  sina:!  setzt  sich  also  rational  aus  /  und  >  1 -(- /- 
zusammen.     Es  wird  ein  Bruch  von  der  Form 

^  _  A{t)-\-Bit)yi  +  r- 

sein,    wo  A,  A^,  B,  I\    ganze    rationale  Funktionen    bedeuten. 
Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  mit 

so  kommt 

wobei  ]i\t)  und  S{t)  rationale  Funktionen  von  t  sind. 
Nun  soll 

9ft(—  cos  X,  —  sin  x)  =  9(?(cos  x,  sin  x) 

sein.    —  cos  x,  —  sin  x  entstehen  aber  dadurch  aus  cos  x,  sin  x, 

daß  man  "/l  +  i'-  durch  —  |/l  +  /-  ersetzt.     Es  iat  also 

/i'i  / )  4-  N(  ^  ]/l  +  /-  =  y/i  / 1  -  Ni7 . 1  T^T^, 

d.  h.  S(t\  =  0  und 

IjRicos  X,  sin  ,r)  =  }i[t.). 

Beschränken  wir  x  auf  das  Intervall  ( —  \  ,  '  j,  so  ist 

X  =  arctg  /,  dx  =  , 

'^    '  1  -t-  ^ 

Unser  Integral   lautet   also 

Die  Eigen.schaft 

^i —  cos  X,  —  sin  ./)  =  ^Kicos  x,  sin  ./  > 
läßt,  wenn   iiiuii   die   l'ctnueln 

cos [X  +  n:j  =  —  cos  X,  sin ( X'  -f  ^ '  ==  —  sin  ^ 
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beachtet,  sicli  auch  so  auffassen,  daß 
9i(cos  X,  sin  x) 

eine  Funktion  von  x  mit  der  Periode  tc  ist. 
Hat  man  z.  B.  das  Integral 


J  « 


SO  geht  es  vermöge  tg  x  =  t  über  in 


/. 


dt 
+  &«* 


§  138.  Das  Integral  f  cos"  jc  sin'xdx.  Wir  nehmen 
an,  daß  m  und  )i  cranze  Zahlen  sind.  Das  Integral  ist  also 
ein  Spezialfall  des  allgemeinen  in  §  137  betrachteten  Integrals 
und  läßt  sich  in  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  trans- 
formieren. Es  läßt  sich  auch  als  binomisches  Differential 
schreiben.     Setzen  wir  z.  B. 

sin*  X  =  t,     also     cos^  x  =  1  —  t 

so  wird  unser  Integral 

-1  //<— 1 


(1  -  ^1    -'    dt. 


Die  drei  Zahlen  p,  f/,  p  +  q,  auf  die  es  nach  §  13ü  ankommt, 

sind  hier 

n  —  1     m  —  1     iu  -f-  n  —  2 
2      '        2      '  2  ' 

Eine  von  ihnen  ist  sicher  ganz,  so  daß  wir  auch  auf  diesem 
Wege  die  Zurückführbarkeit  unseres  Integrals  auf  ein  Integral 
einer  rationalen  Funktion  erkennen. 

Wir  wollen  jetzt  Keduktionsformeln  entwickeln,  die  es  er- 
lauben die  absoluten  Beträge  von  m  und  n  möglichst  herab- 
zudrücken. 

Auf 

f/„, ,  „  =  /  cos'"  ~  '  X  •  sin"  X  cos  x  dx 
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läßt  sich  die  partielle  Integration  anwenden.     Sie  liefert,  vor- 
ausgesetzt, daß  n  -\-  1  ^  0  ist, 

j         cos'"  ~^  X  sin"  '^^  X       m  —  1    j. 

^m,   n  ,j.  _j_  1  T   ^  _|_  j    ^/«-2,   n  +  2- 

Ebenso  erhält  man  aus 

'/,„  ;,  =  /  cos'"a;  sin  *•  •  sin"~^a:f/a;' 
durch  partielle  Integration,   vorausgesetzt,  daß  m  -f  1  ^  0  ist, 


cos         X  sm        X         n  —  1 

m  +  1  m  -{- 

Nun  ist  aber 


^-     ~  ■     1  +    „,     I     1    'ln  +  ->.   n-2- 


<^m-2,  «+2  = /cos"'--j;  sin"+-Ä;(?a."  =  /cos'"--./;  sin".ri  1  —  cos^aM^/a; 

und 

'K,+2,n-2  =  I cos"'+^x  s'm"-^xdx  =  lcos"'x  &'m"--x{l  —  s\B-x)dx 

^  'A/(,  «-2   ~  '^w.  w- 

Also  Jassen  sich  unsere  obigen  Formeln  auch  so  schrei hi-n, 
(vorausgesetzt,  daß  ni  -{-  n  ^0  ist,) 

j-        cos"' ~^x  sin" "*"  * a-        w(  —  1    j 

und 

j        _  cos'"      u'  sin"  -    ./■    ,     X  —  1     , 

Ersetzt  man    in    der   ersten   Formel    »i    (hirch    »i  -f  'J    und 
löst  nach  J^  ,,  auf,  so  kommt 

T  cos"'  +  *a;sin""*"^a;    ,    m  4- n  4- 2    ^  ,   -^  , 

Ahnlich  erhält  man  aus  der  zweiten  Formel 
r  cos'""*" '.r  sin" "^'a-    ,    ;«  +  »  +  2    ,  ,     1   •-> /« 

Mit  Hilfe  dieser  Reduktiousfornitdn  kommt  man  schließlicli 
auf  die  neun   Integrale 

''o.O"    -''1  .  1  •    '^_l._]l   '^.1-   ''o.-l-   ''l,0-   '^l.-l-   '-'-1,0'   ''-\.\- 
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Man  hat  aber 

jQ(^=fdx=C-\-a\  Jq.i  ^  1  si^i  -''  (fx  =  C  —  cos  x, 
J^  0  =  /  cos  X  dx  =  C  +  sin  x . 


Ferner  ist 


sm  X, 


(7,      ,  =  /   .  -''  dx  =  C  -\-  log 

1  •  -  1       ^  sin  .X'  ° 

J  1   I  =  /     —  dx  =  C  —  log  cosx', 
~^'  ^      ^  cos«  °  ' 

^0  -1= r— =<^+iogtgi, 

Alle  diese  Integrale  haben  wir  schon  früher  berechnet. 

Die  beiden  noch  fehlenden  Integrale  J^   j,  J_^    _^  laasen 
sieb   auch  ohne  weiteres  finden.     Mau  hat  nämlich 

Jj  1  =  /cos  X  siu  X  dx  =  ^  |sin(2i')  (/  i2it;)  =  (1'  —  :|-  cos  2x 


und 

y  r  Ja?  l*d{2X)  ^y  . 

J  ,     1  =  r ■ —  =  /  ^^  s  ^  C  +  log  tg  X. 

~  t/    cos«  sin  a;     ^  sin(2,T)  '        o    o 

§  K>i).    Das  Integral 

r (U-_ 

J  A  cos  Ji-  -\-  B  siu  ./• 

Anstatt  dieses  Integral  nach  der  allgemeinen  Methode  in  §  lo7 
zu  behandeln,  kann  man  auch  so  verfahren. 

Hilfssatz.     Wenn  A  und  B  nicht    beide  Null   sind, 
läßt  sich  eine  Zahl  Xq  so  wählen,  daß 

A  .  B 

, -^sinxn,     /  cos  j:,. 

yA^-  +  B-  °     l/^'  +  B^  '^ 

wird. 

Da  B-.yA^  -j-  B-  dem  Intervall  ^  —  1,  !;>,  dem  Definitions- 
intervall von  arc  cos  x,  angehört,  so  ist 

arc  cos  —-z—-^ —  =  i 

y.r-i-B'- 
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eine  Zahl  in  <0,  n}.     Daher  ist  sin  ^  >  0  und  sin  (—  |l  ^  0. 
Je  nachdem  J.  >  0  oder  ^  ^  0  ist,  setzen  wir^) 

Xq=1     oder     ./  ^       —  ^ . 

Dann  gelten  sicher  die  behaupteten  Formeln. 
Nach  dem  obigen  Hilfssatz  können   wir  unser  Intecrral  so 
schreiben 

/dx  1  /*  dx 

A  cos  x-\-  Bsmx     '  t/jTX^-   /  cos  x  sin  o;,  -f  sin  x'  cos  x^ 


VA 

Also  wird 


1         /V<^>^+5_o)_ 

sTjTbs J  sin  x  +  Xo) 


h 


dx  ^    .  1  1       1     -i -f  -^o 

.=  <^  +  ,"7^r^-^^.  log  tg     ^    « 


J.  cos  x-\-  B  sin  o;  i/j^s  _|_  ^ 

Das  Integral 

/•  dx 

J  A  sin.r  -j-  B  cosa;  -|-  C 

nimmt  mittels  unseres  Hilfssatzes  die  Form  an 


'  +  5V  cos(a;  — a;o)  +  c        \^         yA^^B-J 


yA' 
Setzen  wir  x  —  jCq=2((,  so  haben  wir  das  Integral 


di 

\2u-\-  c 
zu   betrachten.     Da 


/'  '' 

J  cos  2 


cos2m  =  cos-i(  —  sin-H     und     1  =  cos-a  +  sin-j* 
ist,  so  wird 

du 


Jcos2u-\-c      J   (c  +  1) 


cos*»  +  (c  —  l)Bin*u 


Wie  man  dieses  Integral  berechnet   wissen  wir  aber  aus  §  137. 
Das  Intesrral 


/. 


dx 


a^  co8*x  -f-  2«!  cosx  sinx  -f  o»  sin'x 


1)  X(,  gehört  dem  Intervall  <^ —  tt,  :r  >  an.  Die  eine  der  beiden  Grenzen 
kann  man  ausi^chließen  und  z.  B.  fordern,  daß  — :t  s  .r^  <^  rr  sein  soll. 
Dann  ist  x^  eindeutig  bestimmt. 
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ist  gleich 

/dx  1     /  du 

,    {In — a»  ,   «n+ «9         -    /  Äsinu  4- Bcosu  4- C 

a^sin2x-\-    °        -  cos2.r  + -"-^-^  /  ^  ' 

§  140.  Die  Integrale 

\ e"'  to^bxdx,    j  e"''^mbxdjc .  («^0,  &  ^  0) 
Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  im  ersten  FaUe 

e°'^ coshxdx  = ,  -" t-  f  e'^-^' sinhxdx, 

im  zweiten 

Jßft  X  (>Qs  ^  ^  et      i 

e'^-^ sinhxdx  = r 1~  X  /  e"^'"^ coshxdx. 

Man  hat  also,  wenn 

e"''coshxdx  =  F,     f  e'^-'sinbxdx  =  G 

gesetzt  wird, 

üF  —  hG  =  e"'' Costa;, 

Hieraus  folgt 

F  = 


G 


(«  cos ^ X  +  &  sinbx) e"'^ 
,       ( —  b  cos fe .r  +  a  sin bx)e"'^ 


§  141.    Das  Integral 

^  /  (arc  ^mxy'dx.  (m  =  1, 2,  3, . . .) 

Man  setze 

arc  sin  x  =  u. 
Dann  wird 

/  ( arc  f^'mxrdx  =  f  h"'  coHiidu. 
Durch  partielle  Integration  ergibt  sich 
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fu"^cosu(li(  =  n"'sinif  —  )}i  f  u"'~^  sinn dti, 

f  ii"'~'^8imi(hi  =  —  u"'~^cosu  +  [m  —  1)  f  i("'~^ cosudu 

usw.,  bis  man  auf 

I  cosudu      oder       f  smudu 
kommt. 

§  142.    Die  Integrale 

/  X*"  arc  sin  af*rf  jc ,  /  x*"  arc  igxdx.      \m  =  l,  2, 3, . . .) 

Durch  partielle  Integration  findet  man 


/; 


r  .        ,  x"'  +  'ai-cäm.r  1        /V  +  V/.T 

I  .i'"'  arc  sinxdx  =  ,   ,        —       r^r  f    , 

y  ?«  +  1  w  +  l^r  y^  _^s 

''  ^       . 

wissen  wir  aber  zu  integrieren  mach  §  135 1. 


yi  —  X- 

Ebenso  findet  man   im  zweiten  Falle  durch  partielle  Inte- 
gration 

T™         i       j  ./•"'  +  ' arc  tg.r  1         r.r"'+'d.r 

I , — ä    können  wir  aber  berechnen. 

,/      1  -f  .T- 

Kapitel  XI \'. 
Hestimmte   Inteirralc. 

§  143.    Definition.     /'(:r)  sei  wie  in  i;  129  in  dem  Inter- 
vall <ff,  by  stetig. 

Wir   verstehen   unter  3    ^i»^   Zerlegung   von    <  n ,  h  >   in  p 
Teilintervalle 

<a,  j-,>,  <x^,X2>,  .  .  .,  ^^;,_i,''> 

{a<.r,<x,<...<x^_,<h) 

und  bezeichnen  allgemein  mit  »i{a,ß)  und  ]\I(a,  ß)  den  klein- 
sten bzw.  größten  Wert  von  /V./i  iu  <«,  ß}.  Ferner  bilden 
wir  die   .\usdriicke 
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.s ( 3 1  =  (a^i  —  ö) m (a ,  x^)  +  {x.2  —  x^) ni {x^ ,  x^) 

+  ----\-(p-Xp_^)))i{x^_,,h) 
und 

I, 
S(3)  =  (-^i  —  a)Mia,  x^)  4-  (x,  —  x^)3I(xi,  x^) 

+  ---  +  (h-x^_^3I(x^_„I,). 

In  §  129  wurde  gezeigt,  daß  sie  einem  gemeinsamen 
Grenzwert  zustreben,  wenn  ß  ^i^^^  ausgezeichnete  ß'Folge 
durchläuft. 

Diesen  Grenzwert  bezeichnet  man  mit 


jf{x)dx    („Integral  a  bis  h  f(x)dx") 


und  nennt  ihn  ein  bestimmtes    Integral.     <(a,  h)  heißt  das 
Integrationsintervall. 

'-  h 

Da   s(3)  aufsteigend  und  S(3)  absteigend  nach  dem  Inte- 

a  a 

gral    konvergiert,    wenn    wir    3    ^^^    ausgezeichnete    ß"!"^^^^^ 
durchlaufen  lassen,  so  ist  beständig 

6 
a  a  " 

£^  sei  ein  beliebiger  Wert  aus  <«,  x^},  l^  ^^^  beliebiger 
Wert  aus  (x^,  x^,  .  .  .,  |  ein  beliebiger  Wert  aus  <rÄ;„_i,  h}, 
und  mau  setze 

®  (B  >  =  ^^1  -  ci)mi.)  +  (^2  -  ^i)f(k)  +  ••■  +  (?>-  ^,-i)/"(y  ■ 

Dann  ist 

s(B)<@(3)<S(3)- 

a  a  a 

Läßt  man  also  3  ^i^©  ausgezeichnete  3 -Folge  durchlaufen, 

so  wird 

I) 

Iim©(3)=j7"(a;)f7a;. 
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§  144.    Direkte  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

1.  Wir  wollen  von  der  obigen  Definition  ausgehend 

h 

fffdx  {h  >  0) 

ö 

bereclmeu.     Wir  teilen  zu  diesem  Zwecke  <^0,  h)  in  p  gleiche 
Teile 

s(3) 


Dann  ist 

^\e^j^e'  +  e^  +  •-■  +  6    "'  ) 


0  P 

und 


/     6  26  p'A 


S(3)  =  lVe^  +  «'  +  ---  +  ^'V  =  8(3)6" 

0  i* 


Die  geometi'ische  Reihe 

h  '2b  (p-l)b 

hat  aber  die  Summe 

b 

e'P-  1 
Wir  haben  also 

P    !l        =  J  —  p     '• 

Nun   ist,   wenn   wir  j^  tue  Folge  1,  2,  3,  .  .  .   durchlaufen 

lassen,  lime^  =  1  und 

/, 

hm      ^       =  logt'  =  1 , 

P 
also 

b 

f(fdx  =  e''  —  1  . 
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2.  Es  sei  0  <  fl  <  ?>  und 

h 

Cdx 

J  ^ 

zur  Bereebnuno;  vorgelegt.     Wir  setzen 


■^■Al 

und  wählen  'x^,  x^, 

.  .  .,  rr     1  in  folgender  Weise: 

x^  =  ax  , 
d.  h. 

X2  =  x^ x^ ,  . . . ,    ^ p _  1  =  'fp -oy-jj, 

^i=ay'p, 

x,=  ax/,...,     x^^_,^ay./-\ 

Dann  wird 

x^-a=-a{y.^-l), 

x^-x\  =  x,[y.^-l), 

also 


und 


mithin 


s(3)  =  U,-  1){^  +  %  +  ■■■  +  ■^)  -Kx„-  1);^ 

S(3)  =  K-  1)(^  +  J;  +  •  ■  ■  +  ^  -P";-^), 

h  ' 


Da  nun  limx  =  1   und 


limi;(x^^-  1)  =  \\mp{y~  -  l)  =  log-^ 

i.st,  so  haben  wir 

t, 

J^  =  log&-logrt. 

a 

§   145.      Verallgemeinerung-     des     Integralbegriffs. 

Wir  haben  das  bestimmte  Integral  nur   für  den  Fall  definiert, 
daß  f{x)  in  dem  Integrationsintervall  <a,  &>  stetig  ist. 
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Diese  Voraussetzung  wollen  wir  jetzt  fallen  lassen. 
3   sei   eine  Zerlegung   des  Intervalls  <«,  hy  in   die  Teil- 
iutervalle 

<a,  x^),    ix^ ,  x.y, .  .  .,    <Xp_^,hy. 

Ij  sei  ein  beliebiger  Wert  aus  (^a,  x^},  Ig  ^i^  beliebiger  Wei't 
aus  (i\,  x^y,  .  .  .,  h,p  ein  beliebiger  Wert  aus  (_Xp_y,  hy. 

Wir  wollen  die  Summe 

{x,  -  a)f{l^)  +  ix^  -  x,)f{l^  +  .  .  .  +  (t  _  a;^_j)/ry 
wie  in  §  143  mit 

©(3) 

a 

bezeichnen  und  einen  S-Ausdruck  nennen.  Liegt  eine  S-Folge 
vor,  d.  h.  eine  Folge  von  3-Ausdriicken,  und  ist  die  zuge- 
hörige 3"^olge  eine  ausgezeichnete  (vgl.  g  1-9),  so  soll 
auch  die  ©-Folge  ausgezeichnet  heißen. 

Wir  nennen  f[x)  in  (a^hy  integrierbar,  wenn  jede 
ausgezeichnete  (S-Folge  konvergent  ist. 

Satz  1.  Wenn  f\x)  in  <(«,  hy  integrierbar  ist,  so 
hal)i'n  alle  ausgezeichneten  ©-Folgen  denselben  Grenz- 
wert. 

Sind   iiänilich 

©1 ,  ©27  ®3.  •  •  ■      ""•'      ©w  ®2  7  ®:i;  •  •  • 
ausgezeichnete  ©-Folgen,  so  ist  auch 

®1>  ®1>  ®2  7  ®2-   ~^3'  ^3'  •   •   • 

eine  solche.  Diese  Folge  ist  also  konvergent.  Alle  Teilfolgen 
einer  konvergenten  Folge  haben  aber  denselben  (xrenzwert 
Insbesondere  ist  daher 

lim3„=  lini5„. 
Man    bezeichnet    den   gemeinsamen    (irenzwert   der   ausge- 
zeichneten  3-Folgon   mit 

/, 

I  f{x)dx      („Integral,  a  bis h,f(x)d:i-*-  > 
und  ueiHit  ihn  ein   bestimmtes  Integral. 
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Satz  '2.     Wenn 

jf(x)dx 

a 

existiert^),    so    läßt    sich  jedem    positiren    e    ein    posi- 
tives Ö  entgegenstellen   derart,    daß  jeder  Ausdruck 

a 

bei    dem    alle    Teilintervalle    kleiner    als    d    sind,    von 

j  f\x)dx  um   weniger  als  s  abweicht. 

Bildete  f^  (>  0)  eine  Ausnahme  von  dem  Satze,  ließe  sich 
ihm  also  kein  d  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  entgegen- 
stellen, so  würde  auch  d  =  \nin  =  l,2,o,..^)  nicht  aus- 
reichen.    Es  gäbe  also  einen  Ausdruck 

/, 

h 

der   von    if\x)dx    mindestens    um    s^  abweicht,    während    die 

a 

Teilintervalle  von  3„  ^H^  kleiner  als  1/«  sind.     2^,  £0?  S,  .  .  . 
wäre  dann  eine  ausgezeichnete  3-Folge,   die  nicht  den  'xrenz- 

wert  f  f{x)dx  hat. 

a 

Folgerulli;.  Wenn  f(x)  in  <'a,  h>  integrierbar  ist,  so 
gibt  es  eine  Zahl  A  dei-art,  daß  in  dem  ganzen  Intervall  Ca,  h} 

I  f{x)  i  <  -1 
ist. 

Eine  Funktion,  deren  Betrag  in  einem  Intervall  immer 
kleiner  als  eine  Konstante  ist,  nennen  wir  in  diesem  Intervall 
beschränkt. 

Eine  in  (,(i,h/  integrierbare  Funktion  ist  also  in 
<^a,  h;>  beschränkt. 

Nach  dem  obigen  Satze  hat  man  nämlich 


1)  Dies  soll  heißen,  daß  f(.r)  in  ("u,  h  >  inte^rierbar  ist. 
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ff{x)dx  -  s  <  ©(3)  <ff(x)dx  +  e,  {e>  0) 

sobald  alle  Teilintervalle  von  ^  kleiner  als  eine  gewisse  Zahl 
Ö  sind.  Besitzt  eine  Zerlegung  ß  diese  Eigenschaft,  so  bleiben 
jene  Ungleichungen  bestehen,  wenn  man  |,,  in  <(a^,,_j,  a\,)>  be- 
liebig variieren  läßt^)  und  die  übrigen  |  festhält.  Es  gibt 
also  zwei  Zahlen,  zwischen  denen 

(^.-■^,.-i)/"(ü, 
folglich    auch    zwei    Zahlen,    zwischen    denen    /'(u,,)    beständig 
liegt,    wenn    H,.   irgend    ein   Wert   aus    <(ä:,,_j,  ä:,,)>   ist.     f{x)  ist 
also  in  jedem  Teiliutervall  <(a;,._i,a:,,)>  beschränkt  (v=  1,2,3,...,  j)). 
mithin  auch  in  <(«,  &)>. 

§  146.  Obere  und  untere  Grenze  einer  beschränkten 
Zahlenmeng'e.  W  sei  eine  Menge  von  Zahlen,  die  alle 
zwischen  A  und  B  liegen.  Die  sämtlichen  Rationalzahlen 
zerfallen  dann  in  zwei  Klassen,  solche,  die  «größer  als  alle 
Zahlen  von  W  sind,  und  solche,  die  diese  Eigenschaft  nicht 
haben.  Jede  Rationalzahl,  die  größer  als  B  (kleiner  als  Ä) 
ist,  gehört  zur  ersten  (zweiten)  Klasse.  Offenbar  ist  die  hier 
gemachte  Einteilung  aller  Rationalzahlen  ein  Schnitt.  M  sei 
die  durch  ihn  definierte  Zahl.  Man  überzeugt  sich  leicht, 
daß  M  von  keiner  Zahl  der  Menge  üljertroffen  wird, 
während  jede  kleinere  Zahl  M  —  f  i£>0)  diese  Eigen- 
schaft nicht  mehr  hat. 

Setzen  wir  f  =  1  w,  so  gibt  es  in  ^)l  eine  Zahl  .i\^,  die 
den  Ungleichungen 

M  -   ^    <  ./•    <  M 

n  »  - 

genügt.     Offenbar  ist  dann 

lim./^  =  M. 

Es  gibt  also  eine  Folge,  die  nur  aus  Zahlen  von  9J?  besteht 
und  M  als  Grenzwert  hat.  Natürlich  bramhen  die  ./',,  nicht 
alle  verschieden  zu   sein.-) 

1)  Wir  .setzen  a  =  .<•„ ,  6  =  .r  . 

2)  Besteht  z.  B.  9R  nur     aus  derZahl  .r,   so  sin«!  alle  .r„   gleich  x. 
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Ebenso  leicht  ergibt  sich  die  Existenz  einer  Zahl  1.1  von 
der  Beschaffenheit,  daß  keine  Zahl  von  9JJ  kleiner  als  ju  ist, 
während  es  immer  eine  Zahl  in  9ji  gibt,  die  kleiner  ist  als 
/i  +  f  («  >  0). 

Es  gibt  eine  Folge,  die  nur  aus  Zahlen  von  ?[J?  besteht 
und  den  Grenzwert  ,u  hat. 

Man  nennt  u  die  untere  und  M  die  obere  Grenze 
von  9JZ.  Ist  SDZ^  eine  Teilmenge  von  9Jl  und  /i^  die  untere, 
M^  die  obere  Grenze  von  93?^,  so  hat  man 

."  <  tii  <  1^1  <  M 
§    147.      Mouotoue    Folgeu    mit     dem    Grenzwert 

h  b 

\f{pc)dx.  Wenn  \f\x)dx  existiert,  so  ist  f{x)  in  <(a,  5>  be- 

a  a 

schränkt  (vgl.  §  145).  Die  Werte  von  f{x)  in  <(rt,  h  >  bilden  also 
eine  beschränkte  Zahlenmenge.  Die  untere  Grenze  dieser  Zahlen- 
menge wollen  wir  mit  }x{a,  &),  die  obere  Grenze  mit  M(a,  6) 
bezeichnen.  Wenn  <(a,  /3^  ein  Teilintervall  von  <(a,  &)>  ist,  so 
hat  man 

u(ö,  l)  £  a(a,  /3)  £  M(«.  /3)  ^  M(a,  l\ 

Wir  wollen  jetzt  eine  Zerlegung  3  '^on  <(a,  &>  betrachten 
und  die  beiden  Ausdrücke 

/, 

S(B)  =  (-^1  —  a)M(a,   a-'i)  +  (a;,  —  a^JMi^a^j,  a:,)  +  .  .  . 

a 

und 

6 
a 

bilden.     Offenbar  sind  s(3)  und  S(3)  <^ie  untere  und  die  obere 

(i  'I 

Grenze  der  Summen 

®(3)  =  (^-1  -  «)A^:)  +  0^2  -  :r,)/-(i,)  +  .  .  .  +  ,-6  -  a:,_0/(y, 
(«  ^  ^1  <  J:i,  a:i  ^  I2  ^  x^,  .  .  .,  Xp_i  <^%^^V) 
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die  zu  der  Zerlegung  3  gehören.     Unter  diesen  Summen  gibt 
es  daher  sowohl  eine  Folge 

@j,   @2  7  ^3>  •  •  •  ^^  ^^™  Grenzwert  S(3) 

a 

als  auch  eine  Folge 

/) 

\\}    ü'j    ):)■>    •  •  •  lüit  dem  Grenzwert  S(3)- 

a 

Nach  Satz  2  ist  nun 

I  j  f\x)(lx  -©„<£,     j  f{x)  dx  -  f„     <  f , 

a  a 

sobald    alle   Teilintervalle   von  3    kleiner   als   ö    sind.      Darau.s 
folgt 

\  rfix)dx-^i^y\<8,  lyiu)dx-s(S)  <s. 

a  a 

Lassen    wir  3  ^i^^    ausgezeichnete    3'Folge    3i?    32?    33?  •  •  • 
durchlaufen,  so  werden  fast  alle  s(3J,  8l3/ij  zwischen 

«  a 

b  h 

I  f(x)dx  —  e  und    /  f{x)dx  +  £ 

a  a 

liegen.    Das  bedeutet  aber,  da  e  eine  beliebige  positive  Zahl  ist, 

b  'i 

lims(3J=  iy{x)dx,  limS(3J=  fmd^' 

^^^  3n  32?  33?  •  •  •  ^^"^  ausgezeichnete  3-Kette,  so  ist  die 
Folge 

b  b  b 

s(3i)?  S(32),  8(3,),  .  .  .  aufsteigend 

ti  a  a 

und  die  Folge 

S(3x),  S(32),  S(33),-.-al^«teigencl. 

a  a  a 

Da  man   von  jeder  Zerlegung  ausgehend   eine   ausgezeich- 
nete 3"^*'*'te  bilden  kann,  so  ist  immer 

s(3)<//'(^)^-^£S(3)- 
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Insbesondere  hat  man 

b 

{h  -  a)u (a,  l)  £jy{x)dx  £  {h  -  a)N\{a,  b). 

a 

§  148.      Oberes    und    unteres    Integral    einer    be- 
schränkten Punktion.     Wenn  /V.n  in  (a,  hy  beschränkt  ist, 

haben  die  beiden  Ausdrücke  s(3)  und  i^(3)  einen  Sinn.    Läßt 

a  a 

man  nun  ß  eine  ausgezeichnete  3-l^ette  durchlaufen,  so  durch- 

6  6 

läuft    Siß)    eine    aufsteigende,    S(3)    eine    absteigende    Folge. 

a  '  a 

Beide  Folgen  sind  beschränkt,  da  alle  ihre  Glieder  größer 
gleich  (&  —  a)u{a,  b)  und  kleiner  gleich  {b  —  a)M(a,  b)  sind. 
Der  Grenzwert  der  ersten  Folge  wird  mit 

h 

ff{x)clx 

a 

bezeichnet.  Man  nennt  ihn  das  untere  Integral  von  fixi  in 
<^«,  b/.  Der  Grenzwert  der  zweiten  Folge  heißt  das  obere 
Integral  von  f(x)  in  (^a,  b)  und  wird  mit 

I  f(x)dx 

a 

bezeichnet.     Offenbar  ist  immer 


lf(x)dx£  ff{x)dx. 


Man  kann  beweisen,  daß  dieselben  Grenzwerte  heraus- 
kommen, wenn  man  3  eine  beliebige  ausgezeichnete  3 -Folge 
durchlaufen  läßt.  Dieser  Xachweis  wird  ganz  ähnlich  wie  in 
§  129  geführt.  Nur  ist  für  id  immer  u  und  für  J/  immer  M 
zu  setzen. 

Sind  das  obere  und  das  untere  Intecrral  einander  gleich, 
so  sind  sie  beide  gleich 

6 

jf(x)dx. 

a 
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Man   sieht,  daß  if{x)dx  dann  und  nur  dann  existiert, 

a 

wenn  f{x)  in  (a,  &)>  beschränkt  und 

lf{x)dx=  jf(x)(lx 
ist. 

$  149.     Mittlere  Schwankung  einer  beschränkten 

Funktion.     Die  Difierenz 

M(a,  h)  —  ii{a,  b), 

also  die  Differenz  zwischen  der  oberen  und  unteren  Grenze 
nennt  man  die  Schwankung  von  f(x)  in  (a,by.  Wir  wollen 
sie  mit  6(a,  h)  bezeichnen.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß 
6(ci,  h)  die  obere  Grenze  der  Werte  f{x) — f'(x)  ist 
(a  -^x  -^b,  a  ^  X  ^b). 

Nehmen  wir  eine  Zerlegung  3  "^'or  und  bilden 

,^.      ix^~a)6{a,x^)-\-(x,—x^)6{x^,x^)-\ \-(b—xA6(x,b) 

<?(3)  = jiZT^ -— ^, 

so  ist  diese  Zahl  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  größer 
als  die  größte  unter  den  Zahlen 

ö(a,  .i\),  ö{x^,  x^),...a(x^_,,  b). 

Sie  ist,  wie  man  sagt,  ein  Mittelwert  dieser  Zahlen  und  heißt 
die  mittlere  Schwankung  der  Funktion  f(x)  in  den  Teil- 
intervallen von  3- 

Läßt    man    nun    3    ^•"^    ausgezeichnete    3"^olge    durch- 
laufen, so  strebt  6{^)  einem   Grenzwert  ö  zu,  und  zwar  ist 


0 


Man   bezeichnet    ö  als   die   mittlere   Schwankung   von   f{x) 
in  (a,  by. 

§  150.     Integrabilitätskriterium.     Wir    können   jetzt 
folgendes  Integrabilitätskriterium  au.ssprechen: 
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j  f{x)dx  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  f(x)  in  ^a,  hy 

a 

beschränkt  ist  und  die  mittlere  Scliwankunff  Null  hat. 
Um  zu  erkennen,  ob  eine  beschränkte  Funktion  f{x)  in 
Kß,  b}  die  mittlere  Schwankung  Null  hat  oder  nicht,  braucht 
man  nur  irgend  eine  ausgezeichnete  3"Folge  3i-  S^f  Ss?  ■  •  • 
zu  nehmen  und  zu  prüfen,  ob 

lim  ö.^j^O 
ist. 

Man  kann  das  Kriterium  auch  so  formulieren: 

^J 

j  f{x)dx  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  f(x)  in  {ii,  1/} 

a 

beschränkt  ist  und  sich  jedem  positiven  e  eine  Zer- 
legung 3  ^6s  Intervalls  <a,  &>  entgegenstellen  läßt, 
für  welche  ö(3)  kleiner  als  c  wird. 

Man    erkennt    mit   Hilfe  dieses  Kriteriums,  daß  aus  der 
Existenz  von 

6 

fmdx 

a 

die  von 

lf{x)dx 

u 

folgt  (a<^a<ß^  h). 

Ebenso  sieht  man,  daß  aus  der  Existenz  von 

if{x)dx,   ff(x)dx,  .  .  .  lf(x)dx 


I'  -'  1 


die  Existenz  von 


jf{x)dx 


folgt. 

Aus    der  Definition    des    bestimmten    Integrals    in    §  145 
ergibt  sich,  daß 

ff{x)dx  ^ß\x)dx  +  ff{x)dx  +  •  •  •  +  ff{x)dx. 
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Wir  TvoUen  festsetzen,  daß 

ft\x)dx      (a  <  h) 
I, 
immer  gleich 

h 

—  {f{x)dx 

a 

sein  soll  und 

a 

ftlx)dx 

a 

immer  gleich  Null.     Dann  gilt  folgendes: 

Wenn    c^,   c.^,  .  .  .  c     irgend   welche   Znhlen    sind    and   die 
Integrale 

S.  +  1 
jy{:r)dx     (v  =  l,  2,...,p-\) 

existieren,  so  existiert  auch 

ff{x)dx, 
und  man  hat 


ff{x)dx==^ff{x)dx. 


m 


§  151.     Monotone  Punktionen.     Wenn  fix)  \n  ^n,  //> 
onoton    ist,    so    e.xistiert    if(x)dx. 


Zunächst  sieht   man  sofort,  daß  /'(.')  beschränkt   ist.      Um 
sich  zu  überzeugen,  daß  die  mittlere  Schwankung  Null  ist,  zer 
lege  man  <[a,  V)  in    die   p    gleichen    Teihntervalle   (',_,,    ./",.), 
wobei 

Dann   wird') 

1)  Je  nachdem  fixi  aufsteigend  oder  aVjsteigend  ist,  haben  wir  -|- 
oder  —  zu  schreiben. 
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und 


<?(3^  =  ±  ^  {/"(^i)  -  /X^o)  +  fix^)  -  fix,)  +  •  •  • 
+  fix,)  -  f{x^_,)  j  =  ±  ^  { /■(&)  -  /-(«) } . 

Lassen  wir  />  die  Folge   1,  2,  3,  .  .  .  durchlaufen,  so  durch- 
läuft 3  eine  ausgezeichnete  3'P'olo®?  ^^^  ^^  wird  offenbar 

limö(3)  =  0. 

Wir  nennen  f\x)  in  <(a,  h/  ab  teilungs weise  monoton, 
wenn  (a,  hy  sich   in   eine   endliche  Anzahl  von  Teilintervallen 

<«;   «i>,    <«n   «2>;  •••,<«,.-!;   ^> 
(a<«a<---<0^_i<?>j 

zerlegen  läßt,  so  daß  fix}  in  jedem  Teilintervall   monoton  ist. 
Da  alsdann 

Jf{x)dx,   lf(x)dx,  .  .  .,  jf{x)äx 
existieren,  so  existiert  auch 

6 

jf{x)dx. 

a 

h  6 

§  152.  Die  Integrale  f  {t'{oc)-\-(j{x)\dx,  ff{x)g{x)dx 

a  a 

b 

und  /  y^'    1.  Wenii 

a 

b  h 

Jf(x)dx  und J gix)dx 

a  it 

existieren,  so  existieren  auch  die  Integrale 

6  6 

J  {fix)  +  gix)  }dx  und  ^  ff{x)g{x)dx. 

a  n 

Da  fix)  und  (jix)  beide  in  <(a,  fe)>  beschränkt  sind,  so  sind 
auch 

fix)  -\-  gix)  und  fix) gix) 
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beschränkt.     Aus 

\f(x)    ^A  und  \g(x)\^Ä 
folgt  nämlich 

!  f(x)  +  g{x)  I  £  2A  und    f{x)gix)  \  ^  AK 

Wir  setzen 

(fix)  =  fix)  +  (j  {x)     und     t  {x)  =  f{X)g{x). 

Dann  ist 

|9P(^)  -  g.(;r)|  ^  \f(x)  -  f(x)\  +  1^7(0:)  -  g(x)\ 
und 

i/.(a;)  -  il^^x) ,  =  /(:r)  { (/C^)  -  g{x) }  +  ^(^;)  {/"(a;)  -  f(x) } 
^^{!/r^)-/-(^):  +  |^(:r)-r/(^):|. 

Bezeichnen  wir  also  mit  6^,  6.^,  6,  ö'  die  Schwankungen 
von  f(x),  g(x),  cp{x),  tl^ix)  in  einem  Teilintervall  von  \a,h^, 
so  ist 

<?  ^  (?!   +  (?2,       ö'  ^  .4((?^   +  {J2). 

Hieraus    ergibt   sich   leicht,   daß  die  mittlere  Schwankung  von 
q>{x)  und  4.'(x)  in  (a,  h}  null  ist,  wenn  diejenige  von  f\x)  und 

g(x)  es  ist. 

')  ^ 

Daß  aus  der  Existenz  von    ffdx  und    fgdx  diejenige  von 

«  a 

6 

l(f-\-g)dx  folgt,  kann  man  auch  direkt  aus  der  Definition  in 

a 

§  145  entnehmen.     Man  findet  dann  gleichzeitig,  daß 
l'{f+g)dx=lfdx+Jgdx 

a  an 

ist.     Ebenso  kann  man   aus  jener  Detinitiou  schließen,  daß 

/  cfdx  =  c I  fd.i 

■  t  a 

ist  (c  eine  Konstante),  wenn    jfdx  exi.stiei-t. 
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b 

2.    Wenn    lf{x)dx   existiert   und   die   untere    Grenze 


b 


von  '^f{x)\  in  <^a,b}  positiv  ist,  so  existiert  auoli    /  77  x- 

a 

Hat  man  in  <(a,  b} 

\f{x)\>B>0, 

so    folcft 


Ferner  ist 


f{x)    ^  B 


\-^,-f^'<-^m-m 


Bezeichnen   wir   also   mit    6  und   a'   die  Schwankung  von 
f(x)  bzw.  1  :f(x')  in  einem  Teilintervall  von  (a,  ty,  so  haben  wir 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  mittlere  Schwankung  von  l:f{x) 
in  <^a,h}  null  ist,  wenn  die  von  f(x}  es  ist. 

6 

§  153.    Das  Integral   f\f{x)\da'.    Wenn  /'(ä-)  in  <^a,  &> 

beschränkt  ist,  so  ist  es  auch    f'(x)  .     Ferner  hat  mau 

\f(x)  -'/-(x)    £/(x)-f(x), 
also 

ö'  ^  ö, 

wenn  a  die  Schwankung  von  /*(:c)  und  ö'  die  von  /'(a:')  in 
einem  TeilintervaU  von  <(a,  h/  bedeutet.  Man  sieht  hieraus, 
daß  die  mittlere  Schwankung  von  \f{x)  in  <«,  h}  null  ist, 
wenn  die  von  f(x)  verschwindet. 


E: 


:istiert   also     1  f(x)dx,  so  existiert  auch    /  f(x)  dx. 


Das  Umgekehrte  gilt  nicht.  Denkt  man  sich,  daß  f(x)  für  alle 
rationalen  .r  gleich  1,  für  alle  irrationalen  obgleich—  1  ist,  so 
ist  f{x)  nicht  integrierbar.  Das  untere  Integral  wird  nämlich 
gleich  —  (6  —  a),  das  obere  gleich  h  —  n.  Dagegen  ist  i/"(a:)j 
beständig  gleich  1,  also  integrierbar. 
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b 
f*    ■ 

Wenn    \f\x)dx  existiert,  so  ist  immer 

a 

6  b 

I  ff{^)dx\'^f\f{x)  dx. 

a  a 

Um  dies  zu  erkennen,  bedenke  man,  daß  der  Betrag  von 

(:i-,  -  «)/■(!,)  -f  {x,  -  x,)fil,)  +  .  .  .  +  (6  -  x^_,)a^^) 
kleiner  oder  gleich 

ist  ia<Xi<'  ■  '  <  Xp_^  <  h). 

§  154.     Funktionen    von    beschränkter    Variation. 

Wir  nehmen  eine  Zerlegung  3  des  Intervalls  <^a,  h/  in  die  Teil- 
intervalle 

<,a,x,y,  <,x^,x^y,  ...,  <x^,_i,by 

{a<x^<-  ■  ■  <Xp_i  <  h) 
vor  und  setzen 

\f(x,)-aa)  -^\fM-f{x,)\+.  .  ■+\m-f{x^_,)\  =  ViB). 

Bilden  diese  Zahlen  F(3)  eine  beschränkte  Menge,  gibt  es 
also  eine  Zahl  A,  die  stets  grüßer  als  I  (3)  ist,  wie  man  auch 
die  Zerlegung  3  wählen  mag,  so  sagen  wir,  daß  f(x)  in  <(«,  hy 
\0ü  beschränkter  Variation  ist. 

Ist  die  Funktion  f(x)  in  (_a,hy  von  beschränkter 
Variation,  so  ist  sie  beschränkt.     Aus 

f(a)  -  fix), -{-  f\x)-f{h)<A 
folgt  nämlich,  da 

M-f{^)\'^W)\-  /■(«) 

und 

ist, 

2\ax)\  <Ä  +  '.fia)\  4-  'm\.  ia<:x<:  b). 

Ist  /'(./ I  in  (ci,hy  von  beschränkter  Variation,  so 
ist  die  mittlere  Schwankung  von  fix)  in  ^^(i,hy  null. 

Um  dies  zu  beweisen,  zerlegen  wir  <^a,  b/  in  gleiche  Teile 
und  setzen 
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x,  =  a+  ^  (h  -  a).  (i/  =  0,  1,  .  .  .,  p) 

Es  kommt  darauf  an,  zu  zeigen,  daß 

nach  Null  konvergiert,  wenn  p  die  Folge  1,  2,  3,  . ..  durchläuft. 

Nun  ist  aber 

die  obere  Grenze  von 

!/•(!,)  -  /•(!,  1  +  m,)  -  m\  +  •  •  •  +  !/Ti;)  -  /-(y ;. 

Diese  Summe  ist  aber  nicht  größer  als 

+  •••+  /(g-Aip)!, 

also  sicher  kleiner  als  A.     Folglich  ist 

und 

also  lim  (7=0. 

6 

Man    kann    aus     dem    Obigen    schließen,    daß     lf(x)dx 

a 

immer  existiert,  wenn  /UM  in  <(«,&)>  von  beschränkter 
Variation  ist. 

Dies  läßt  sich  auch  auf  eine  andre  Weise  erkennen.  Es 
gilt  nämlich  der  Satz: 

Wenn  die  F'unktion  f{x)  in  <«,&)>  von  beschränkter 
Variation  ist,  so  läßt  sie  sich  als  Summe  von  zwei  in 
<a,  6/  monotonen  Funktionen  darstellen. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Zerlegung  3  ^o^i  <^ö^,  ISy  vor 
und  sind  x^/x^,. .  .,Xj^_^  die  Teilpunkte  (a  <a;,  <  . . .  <.rp_^  <?>), 
so  ist 

-5l3)  =  ^(a,  x^)  +  (JU'i,  x^)-\ \-  6{Xj,_^,  h)  £  A. 

b 

Die   obere   Grenze   der   Zahlen   ^(3)   wollen   wir   mit   ^  be- 

a 

zeichnen. 
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Wenn  a  <C.  c  <ih  ist,  so  ist 

i.         h  h 

a  c  a 

c 

^  ist  nämlich  die  obere  Grenze  von 

a 

-2i(3i)  =  <?(«,  Vi)  +  ^Kyi^Vi)  +  •  •  •  +  <?(^„,-i,  c) 
(«<?/,  <---<.v,,_i  <c) 

h 

und  ^  die  obere  Grenze  von 

c 

-52(32)  =  <^(C,  ^l)  +  ^(^1,  ^o)   +   •  •  •   +   <?(^'„_i,  &). 

(c<^,  <---<^„_i<6). 
Nun  ist  aber 

:5;(Bi)  +  ^2(32) 

ein  Ausdruck   ^(3)-      Umgekehrt   ist   ^(3)    entweder  selbst 

eine   Summe  ^"i(3i)  +  ^2(32)  oder  wird  dazu  durch  Einfüh- 
rung des  neuen  Teilpunktes  c,  so  daß  dann 

:^(3)^jr;(3t)  +  :i;(32) 

ist.  Die  Menge  der  Zahlen  ^(3)  und  die  der  Zahlen 
-— i(3i)  +  ^2(32)  stehen  also  in  folgender  Beziehung.  Greift 
man  aus  irgend  einer  von  ihnen  eine  Zahl  heraus,  so  übertrittt 
sie  nie  alle  Zahlen  der  andern  Menge.  Daraus  foljrt  aber,  dali 
die  oberen  Grenzen  beider  Mengen  gleich  sind. 
Setzt  man  nun^) 

^(^)  =  -VQ^  /'(^))  und  i\x)  =  \i2i-  f(x)), 

a  a 

SO  sind  diese  beiden  Funktionen  in  (a,hy  aufsteigend.    Man 
hat  nämlich,   wenn  a  <  x  <C  x  -\-  1t  <.  h  ist, 

2:>\f{x -{- h)  -  r{x)\, 

X 

so  daß 

1      ^  soll  gleich  Null  sein. 
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-  JL  V. 


cp{x  +  h)  -  (fix)  =  i>-\-  iifix  -I-  h)-f(x)]>  0 

X 

und 

^(^  +  h)  -  tl;(x)  =  -\2-  -\{f{x  +  li)  -  fix) }  >  0. 

Da 

f(x)  =  (p{x)  —  ip{x) 

ist,  so  haben  wir  f{x)  als  DiflFerenz  der  beiden  in  <^a,  hy  auf- 
steigenden Funktionen^)  (f{x)  und  ?^(x)  oder  als  DiflPerenz 
der  beiden  in  <^a,'by  absteigenden  Funktionen^)  — ip{x)  und 
—  q)(x)  oder  als  Summe  der  beiden  monotonen  Funktionen 
qi{x)  und  —  ipi^)  dargestellt. 

Daß    ( f(x)dx  existiert,   folgt  jetzt   aus  §  151    und  §  152. 


§  155.    Stetige  Funktionen.    Daß    jf(x)dx  existiert, 

wenn  f[x)  in  <^a,  hy  stetig  ist,  wissen  wir  bereits  aus  §  129. 
Wir  können  es  aber  auch  mit  Hilfe  unseres  Integrabilitäts- 
kriteriums  in  §  150  beweisen. 

Daß  f(x)  beschränkt  ist,  wissen  wir  aus  §  105.  Außer- 
dem brauchen  wir  nur  noch  den  Satz  von  der  crleichmäßig-en 
Stetigkeit,  der  so  lautet: 

Wenn  f(x)  in  <^a,hy  stetig  ist,  so  läßt  sich  jedem 
positiven  £  eine  Zerlegung  von  <^a,by  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilintervallen  entgegenstellen  derart, 
daß  in  jedem  Teilintervall  die  Schwankung  von  f(x) 
kleiner  als  s  ist. 

Jedem  positiven  a  läßt  sich  also  eine  Zerlegung  3  ent- 
gegenstellen, so  daß 

0(a,  Xy),     6(x^,  x^,     .  .  .,     G{Xp_y,  h) 

alle  kleiner  als  e  sind.  Dann  ist  aber  auch  <?(3)  <  s  und  die 
in  §  150  angegebene  Integrierbarkeitsbediugung  ist  erfüllt. 


1)  Zu  jeder  Funktion   dürfen   wir  dieselbe   Konstante   C  addieren. 
Wir  können  C  so  wählen,  daß  die  Funktionen  in  <(a,  by  positiv  sind. 
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Um  den  Satz  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  zu  beweisen, 
vertaiiren  wir  indirekt.  Wäre  der  Satz  nicht  richtig,  so  würde 
ein  positives  £,  etwa  £q,  eine  Ausnahme  bilden. 

Wir  zerlegen  nun  <(«,  h/  in  j)  gleiche  Teile.  Dann  muß 
wenigstens  in  einem  Teilintervall  die  Schwankung  größer  oder 
gleich  £q  sein.  Ist  fix^)  der  größte,  f{x  )  der  kleinste  Funk- 
tionswert in  diesem  Teilintervall,  so  hat  man  also 

fi^p)  -  fi^p)  >  «0     und      Xp-Xp  <  -"-"• 

Nun  sei  ?/j , ^2 > I/a '  •  •  •  ^i^®  konvergente  Teilfolge  von  x^jX^fX^,.. . 
und  /7i,  y.i^Vzy  ■  •  ■  die  entsprechende  Teilfolge  in  I\j  x^,  x^,  .  .  .. 
Setzt  man  lim  y„  =  y,  so  wird  auch  lim  y^^  =  y,  weil   y^  —  y^  , 

2/2  ~  y  2  7    ^3  ~  ^3  ;  ••  •   ^i^^  Teilfolge   der  nach  Null  konver- 

,        Tii        h  —  a      h  —  a      b  — «  ., 

gierenden  h  olge      1     >       2     '       3^  '   '  '  " 

Aus 

lim  y„  =  y     und     lim  //,,  =  y 

folgt  aber  wegen  der  Stetigkeit 

lim /(T/J  = /O/)     und     lim /•(//„)  = /•(!/), 
also 

lim  {/•(!/„) -/r.Vj  1=0, 

während  doch   immer 

t'(y.)  -  fiu.,)  >  ^0 

ist. 

§  156.     Bestimmtes    und    unbestimmtes    Integral. 

b 

Wenn    l f{x)dx   existiert    und    in   dem    ganzen  Intervall 

(i 
(a,h}   F'(x)  =-  fix)  ist,  so  gilt  die  I'ormel 

6 

ff\x)dx  =  F(h)  -  F{a). 

a 

Zerlegen  wir  <a,  h}  iu 

{a<x,<---<x^_,<h), 
so  ist  nach  §  07 
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Fix,)  -  F{a)  =  (i\  -  a)f{^,) ,  {a < |,  < x,) 

F{x,)  -  F{x,)  =  (x,  -  X,)  f{^,) ,  (x,  <i,<  x^2) 

F{h)  -  F{x^_,)  =  i^b-  a-^_,)/Xy.     (a:,_i < ^,  <  h) 
Hieraus  ergibt  sicli 

F{l)-F{a)  =  k{^), 

a 

wenn  wir  wie  in  §  143 

{x,  -  a)t\i,)  +  {x^  -  x,)fXl,\  +  . . .  +  (7j  -  x^_,)f{%)  =  S( 3) 

a 

setzen. 

Lassen  wir  nun  ^  ^iiie  ausgezeichnete  3"Folge  durchlaufen, 
so   ist 

h 

F(lj)  -  Fi  a)  =  lim  3 (3)  =ff(x)dx. 

^  a 

Für   die  Differenz  F(h)  —  F{a)   benutzt   man    die  Bezeichnung 

(F{xi)^. 
Kennt  man  also  in  <^a,  6)>  das  unbestimmte  Integral 

6 

von  f(x),  so  kann  man  das  bestimmte  Integral   \f(x)dx 

berechnen,  falls  es  existiert. 

h 

Die    beiden    in  §  144  behandelten    Beispiele     f  e^dx    und 

0 
0 


lassen  sich  auf  diesem  Wege  viel  einfacher  erledigen. 


§  157.  Die  Punktion  jf{jc)(lx.     Die  Funktion  f\x)  sei 

in  (a,  Uy  integrierbar  und  c  eine  Zahl  aus  (a,  by.    Wir  wollen 
die  Funktion 

X 

F{x)  ^ff{x)dx 

betrachten. 

1.  Fix)  ist  in  (a.h/   stetig.     Wenn  lim  a\,  =  .v  ist,   so 
hat  man 
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n  a-  rt 

F{x^  =Jf{x)dx  =jf{x)dx  -\-jf{x)dx, 


also 


Fyx,:)  =  F(x)-\-ff{x)dx. 


Bezeichnen  wir  die  obere  Grenze  von  \f{x)\  in  (o ,  hy  mit 

K,  so  ist^) 


also 


d.  h. 


I  ff{x)dx  ^  \x  —  x„\K, 

x 

lim  ff(x)dx  =-  0, 


lim  F{x^)  =  F{x). 

2.  F(x)    ist    in    <(«,  6^   von   beschränkter   Variation. 
Man  hat  nämlich  für  rt  <  a^  <  •  •  •  <  a  _j  <  & 

\F{a)  -  Fia,)\  +  \FM  -  F^a,)\  +  •  •  •  +  |i^K_0  -  F(&)1 

=  \Jf{x)dx,,  +  \Jf{x)dx  + h   ^//'(:c)rfa;j  ^  (ö  -  a)^. 

Die   Zerlegung   von  F{x)   in   zwei   monotone   Suuimandeu 
läßt  sich  hier  sehr  einfach  ausführen.     Man  setzt 

Dann  existieren  die  beiden  Integrale 

f(p(x)dx,      fil'(x)dx, 

a  •/ 

weil  ff(x)dx    existiert    (vgl.  §  152   und  §  lö3).      Da    in    dem 

a 

ganzen  Intervall  <(«,  b} 

1)  Man  hat     j  Jf{x)dx     ^  J  f{x)  \dx  (§  163)    und  j     f{x)  dx 

a  a  a 

^{b  —  ä)  K. 
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q){x)^0     und     t^'(a;)^0 
ist,  so  sind 

X  X 

<^{x)  =  j(f\x)dx       nnd        W{x)  =  fi'(x)dx 
beide  aufsteigend.     Man  hat  nämlich  (für  a  ^  x  <i  x  -\-  Ji  ^  b) 

X  +  /l 

0{x  +  h)  —  0{x)  =  lcp(x)dx  >  0, 


.r  +  h 


yf(x  +  h)  -  W{x)  =f^l^{x)dx  >  0.1) 

X 

Nun  ist  aber 

f{x)  =  (f){x)  —  tix), 
also 

F(x)  =  0{a')  -  W{x). 

Wenn  in  dem  ganzen  Intervall  <a,  &)>  f(x)  ^  0  (oder  fix)  <  0) 
ist,  so  wird   W{x)  =  0  (bzw.  ^(x)  =  0). 

3.  Wenn   f(x)    an    der    Stelle    x    stetig    ist,    so    hat 

man  daselbst 

F\x)  =  f\x). 

Wenn  lim  x^=^  x  ist  (x^  >  x),  wird 

lim  (i  (x,  xj  =  f{x^     und     lim  M  {x,  xj  =  f(x). 

Wäre  z.B.  nicht  lim  ^(x,  xj  =  f(x),  so  gäbe  es  eine 
Teilfolge  (i(x,  x^),  (i{x,  x.^),  n(x.  x^),  .  .  .,  die  nach  einem  von 
f{x)  verschiedenen  Grenzwert  G  konvergiert.  In  (x,  ^„)  exi- 
stiert nun  eine  Stelle  x'    so  daß 

71  / 

ist.  Hiemach  wird  lim  f{x^)  =  G,  während  doch  lim  f{x^)  =f(x) 
sein  muß. 

Bedenkt  man,  daß 

Xji 

K^,  Xn)  £  ^,^Jf{x)dx  £  tA(x,  x„) 

X 

h 

1)  Wenn  t\x)  ^  0  ist,  so  ist  ff{x)dx  >  0  (a<  b).     Das  folgt  aus 

a 

der  Definition  in  §  145. 
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ist,  so  findet  man 

liin^^%^^)  =  lim^.  ^^    Ckx)dx  =  f{x). 

X 

Wenn  f\x)  in  (a,  ?>)>  stetig  ist,  so  hat  F{x)  in  <(a,  hy  überall 
die  Ableitung  f{cc).  Ist  ^(x)  irgend  [ein  Integral  von  f{x)  in 
(a,  hy,  d.  h.  ^'(x)  =  f{x),  so  hat  man 

X 

ff{x)dx  =  ^{x)  +  C 
und  C=  —  ^(c),  da  die  linke  Seite  füra:  =  c  Null  ist.    Also  wird 

X 

ff{x)dx  =  (0{x)X, 

c 

wie  uns  schon  aus  §  156  bekannt  ist. 

h 
§  158.   Integrierbare  unstetige  Funktionen.  jf(x)dx 

a 

existiert,  wenn  f\x^  in  (a,  li}  beschränkt  ist  und  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Unstetigkeitsstellen  hat. 

<(«,  &)>  zerfällt  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervalleu 
<^a,  ßy,    so  daß  f(x)    im  Innern  von  <(«, /3)>  stetig  ist.     Es  ge- 

nügt  für  uns  zu  zeigen,  daß    lf{x)dx  existiert  ivgl.  §  150). 

Wir  wählen  zu  diesem  Zweck  u',  ß'  so,  daß 
a  <  «'  <ß'  <ß 


und 


{a-a)aia,(i)-\-{ß-ß^)aia,ß)   ^    f 


ß  —  a  ^2 

ist  (s  >  0).  Ferner  zerlegen  wir  («',  ß')  so,  daß  in  jedem  Teil- 
intervaU  die  Schwankung  von  f{x)  kleiner  als  f/2  ist.^)  Dann 
haben  wir   eine  Zerlegung  3   ^on  <^a,  ßy  vor   uns,   für  welche 

ist.     Nach  dem  Kriterium   in  i^  150   existiert  also    \f{x)dx. 


1)  Das  ist  nach  §  15ö  möglich,  weil  f{x)  in  <^ct' .  ß"  >  stetig  iat. 


also 


lind 


Die  partielle  Integration.  227 

Wir  können  schreiben 

Jfix) dx  =ff{x) dx  +jf{x) dx.        {a<y  <ß) 

a  a  y 

Wenn  nun  lim  a„  =  cc{a  <  «„  <  y)  und  lim  |3„  =  /3(j'  <  /J^  <  /j) 
ist,  so  wird  nach  §  157 

'■  y 

Jf{x)  dx  =  lim  jf{x)  dx 

und 

Jf{x)dx  =  lim  Jf{x)dx, 
y  y 

jf{x)dx  =  lim  I  f(x)dx 

I  fix)  dx  =  lim^y  /"(ic)  <^a7. 

Das  Integral  der  unstetigen  Funktion  f{x)  ist  auf  diese 
Weise  als  Grenzwert  einer  Summe  von  Integralen  einer  stetigen 
Funktion  dargestellt. 

§  159.  Die  partielle  Integration.  f(x)  und  g(x) 
seien  in  <(a,  H)  stetig.     Wir  wollen 

X  X 

F{x)  =  Ä  -\-ff{x)dx,      G(x)  =  B  -\-fgix) dx 

a  '  a 

setzen  (^4,  B  Konstanten). 

F{x)  und  G{x)  sind  dann  (nach  §  157)  ebenfalls  in 
<a,  Vy  stetig,  also  auch  die  Produkte 

f{x)G(x)     und     g{x)I{x). 
Nun  hat  mau 

{F{x)  Gix))'  =  fix)  Gix)  +  gix)Fix), 
also  nach  §  15ß 

6  b 

iF{x)G{x))l=ffix)Gix)dx  ^fgix)Fix)dx 

a  a 

16* 
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oder        6  ,j 

fF{x)g{x)dx  =  {Fix)G(x))l-fG{x)f{x)dx. 

a  n 

Dies  ist  die  Formel  der  partiellen  Integration. 

Sie  gilt  auch,  wenn  man  nur  fordert,  daß  f(x\  und  g{x) 
in  <^a,  hy  integrierl)ar  sind. 

Ist  nämlich  o  <  a^^  <  •  •  •  <  Xp_i  <  b  und  setzt  man  a  =  Xq, 
h  ^=  X  ,  so  hat  man 

{Fix)  G{x)l  =  2{  FM  ^  W  -  F(x,._,)  G[x,._,)  \ 

=  ^G{x^){F{x,)  -  F{x,._,)\  ^2F{x,_,)  [  G{:x,)  -  G(x^_,)\, 
oder 

X,,  X,. 

(Fix)  G {x))''^  ==  2^G (x^)ff(x) dx-^ 2F{x,. _,)fg{x)dx. 

Xy  _   1  .1-,     _    1 

(?,,  sei  die  Schwankung  von  f{x)   und  ä,    die  von  (i{x)  in 
<C^,_i;^,^-     Dann  ist^) 
■' ) 


^r  -  1 

und  %-^,,  ■9',   geh()ren  dem  Intervall  <(—  1,  l)»  an. 

Wir  wollen   den   größten  Wert  von   |  F{x)  \   mit  M ,   den 
größten  Wert  von  ]  ö(iP)|  mit  ili"  bezeichnen.    Dann  ergibt  sich 

{F(x)G{x))l=2M^.)fM{^-'r  -  ^.-r) 

und 

\q   <  ^1^0,. (X  —  a;_i)  +  M2ö,(x,.  —  .<,_,). 


1)  J(p(x}(Ix  und  qp(c)(&  —  fl)  sind,  wenn  a  ^  f  ^^  6  ist,  beide  größer 

a 

oder  gleich  {b  —  0)11  und  kleiner  oder  gleich  (b  —  n)fA.  Sie  differieren 
also  höchstens  um  ib  —  n) c.  Mit  fi,  fA,  a  bezeichnen  wir  die  untere 
Grenze,  die  obere  Grenze  und  die  Schwankung  von  cp(x)  in  <^a,b} 
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Durchlaufen  wir  jetzt  eine  ausgezeichnete  ^Folge,  so  wird 

b 

lim^G{x^?if{x,.){x,  -  :r„_i)  =ff{x)G{x)dx, 

a 
b 

lim^F(^a;,_i)5'(>c,._i)(:r,.-  a;,,_i)  =jg{x)F{x)dx 

a 

und 

lim  Q  ==  0, 

und    wir    gewinnen    dieselbe    Formel     wie    im    Falle    stetiger 
f{x),  g{x). 

§160.    Anwendungen.     1.    f{x)    sei    in   <a,  &)>   w-mal 
differenzierbar,  und  f^"'{x)  in  <a,  &)>  iutegrierbar. 
Dann  findet  man  durch  die  partielle  Integration 

6 

a 

a 

h 

(r^Jr^-'Kx){h-xy-^^dx 

a 


b  h 

l,Jf"(x){h  -  x)dx  =  _/>)^z:^  ^Jf'{x)dx. 

a  a 

Endlich  ist 

b 

ff'{x)dx  =  f{b)-fia). 

a 

Addiert  man  alle  diese  Gleichungen,  so  ergibt  sich 
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uud  für  jR„  hat  mau 

b 
a 

Die  erhaltene  Formel  ist  nichts  anderes  als  die  Taylor- 
sche  Formel  (vgl.  §  74),  und  wir  haben  gleichzeitig  eint^  neue 
Form  für  den  Rest  erhalten. 

2.  Um  das  Integral 

n 
2 

j;„  =f^\\V"xdx  {m  =  1,  2,  3,  .  .  .) 


zu   berechnen,    kann  man   sich    der  partiellen  Integration   be- 
dienen.    Man  findet  für  m  >  1 

n  n 

'2  n  t 

/  sin'"a;fZa;  =  —  (sin"'~^x'Cosa;)J'  -f  {m  —  1)1  sin"'~'.r  cos^rc«/;»; 

0  0 

oder,  da  .^ 

(sin"'~^a;  cos.r)jj  =  0 
ist, 

TT  n 

8  2 

lsm"'xdx  =  (in  —  1)  /sin"'~-\r  cos-a"(/a'. 
ö  0 

Benutzt  man,  daß  cos^;c=  1  —  sin^.r  ist,  so  ergibt  sich 


7)1 
0 

oder 


I  f  sin"'xdx  =  (m  —  1)  f  s'm"'~-xdx 


m  „,  "  T«  - . 


Im   Falle  ?»  —  2  >  1   hat  man 

und  so  geht  es  fort. 

Als   letzte  Gleichung   kommt    im   Falle   oines  trtMatlHU  ui 


Jt  —  ~r  «/ft  — 


1    n 
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SO  daß  ,_         ,v  ,„         „         , 

_  (2w  — l;(2n-3;...l   n        .    _       .^  . 

'^Sn-        2«(2»?-2)...2         2        ^n- l,.,0,...) 
ist. 

Im  Falle  eines  ungeraden  m  kommt  also  letzte  Gleichung- 


2 

o  2      / 

=  i  ^1  =    3  j  «i 


2 

sina;c?a;  =  -^- 


so  daß 

^2n  +  l  -  (2«  +  1)  (2«  -  1)  .  .  .  3         '^^^  -  -^^  "'  "^^  •  •  -^ 

ist. 

§  161.  Transformation  eines  bestimmten  Integrals. 

In  (^a,  ßy  sei  (pij.i)  monoton  und  ^'('0  integiüerbar.    Wir  setzen 

(p{cc)  =  a,     (f{ß)  =  h 
und  nehmen  an,  daß 

/  f(x)  dx 

a 

existiert.     Hat  man 

f<  =  cco,  /3  =  Uj^  und 

a;,,=  9)(ß„),  (v  =  0,  1,  .  .  .,2)) 

so  ist  nach  §  67 

^r— ^v-i=  («,  -  ^.-i'^p'tA);     («,-i</3,  <a,) 
und 

^.  =  <?'(/3..), 
liegt  sicher  in  <(x-,._i,  a;,,>. 

d  sei  die  Maximallänge  der  TeilinteiTalle  <'a^  _  ^ ,  «, ^  und 
K  die  obere  Grenze  von  |  ^'(k)  |  in  (a,  ß}.  Dann  sind  die 
Intervalle  <^^j._],  ^,.)>  alle  kleiner  als  Kd  .  Einer  ausgezeich- 
neten 3"Folge  des  Intervalls  <(a,  ßy  entspricht  also  eine  aus- 
gezeichnete 3"Folge  des  Intervalls  /« ,  h} .  Auf  Grund  dieser 
Bemerkung  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  f{(f{U))cp'(u)  in 
<a,  ßy  integrierbar  ist. 

Durchlaufen  wir  jetzt  eine  ausgezeichnete  3'Folge  des 
Intervalls  <^a,  ßy,  so  wird 
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lim  2^fii,)  (x,.  -  x^. _  i)  =J'f{x)  dx . 

a 

Andererseits  ist  aber 

/•(y(^,  -  ^v-i) = /■(9(^v))<p'(^v)(«.  -  «..-i), 

also 


d.  h. 


=Jf{(p(:u))<p'{u)du, 

a 
b  ,i 

1  fix) dx  =  j f((p (u)) (p'iu) du.   {a=(p{a  ,ß  =  (p (b)) 


Ist  (f{ii)  in  (a,ßy  abteilungsweise  monoton  und  qp'(^*) 
in  (jXy  ßy  integrierbar,  so  gilt  die  obige  Formel  auch  noch. 
Nur  muß  man  fordern,  daß  f\x)  in  (^A,  11}  iutegrierbar  ist, 
wobei  A  den  kleinsten  und  B  den  größten  Wert  von  (f{u)  in 
(a,  ßy  bedeutet.  Man  beweist  die  Formel,  indem  man  <a,  ßy 
in  Monotonnieintervalle^)  von  (f(u)  zerlegt  und  auf  jedes 
dieser  Intervalle  das  schon  erhaltene  Resultat  anwendet. 

§  162.  Die  beiden  Mittel wertsätze.  1.  f(x)  und  (p(x) 
seien  in  (a,hy  integrierbar  und  cp[x)  nie  negativ.  Be- 
zeichnen wir   mit  ^  die  untere,   mit  M   die   obere  Grenze   von 

f{x)  in  <(«,  hy,  so  ist 

!ij(p(x)dx  ^  /  f{x)  (f  (x)  dx  ^M  j  (p  (x)  dx 

a  a  a 

oder  6  6 

jf{x)(p{x)dx  =  m  I (p(x)dx, 

wobei  m  eine  Zahl  aus  dem  Intervalle  <  //,  M>  ist. 

Diese  Formel  nennt  man  den  ersten  Mittel wertsatz. 
Wir  wissen,  daß 

h 

lhx)(p(x)dx  =  linij^/i^.  )(;c(y(a;,  -  .r,._,) 


1)  d.  h.  Intervalle,  in  denen  qpu)  monoton  ist. 
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und  * 

j(p{x)äx  =  liin^(5c(i,,)(a;,,  —  x^._.^) 

a 

ist,  wenn  man  eine  ausgezeichnete  ß-Folge  durchläuft.    Wegen 
q:(x)  ^  0  hat  man  aber 

f'  2^  llv)  («■,■  -  Xy  -  l)  ^  2f\lr)  ^  (bv)  (^,.  -  ^,- 1) 

Daraus  folgt  der  obige  Mittelwertsatz. 

Da  man  bei  der  Wahl  der  ^  die  Grenzen  a  und  b 
vermeiden  kann,  so  darf  man  unter  ^u  und  M  auch  die 
untere  bzw.  obere  Grenze  von  f(x)  in  (o,  h)  verstehen. 
Wenn  f(x)  in  <(a,  hy  stetig  ist,  so  können  wir 

m=/-(l)  •       {a<^£b) 

setzen  und  haben  dann 

Jf{x)  cp  (x)  (Ix  =  /"(l)^  /  (f  {x)  dx.  («  ^  I  ^  V) 

a  a 

Ist  auch  (f{x}  in  <(a,  fe)>  stetig  und  hat  man  im  Innern 
von  <(«,  l>y  immer  fp{x)  >  0,  so  können  wir  auf 

X  X 

F(x)  =  ff(x)q)(x)dx     und      G{x)  =  j  (f{x)dx 

a  a 

den  Satz  aus  §  70  anwenden.     Danach  ist  dann 

6 

fi{x)(p{x)dx 


;  9'(l) 

/  (p{x)dx 


oder 


Jf{x)  <p  (x)  dx  =  /;(|)  J  <p{x)dx, 


und  diesmal  wissen  wir,  daß 

ist. 

Anwendung.     In  §  160  fanden  wir  für  den  Rest  in  der 
Taylor  sehen  Formel  die  Gleichung 
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a 

Ist  f^^\x)  in  <(a,  hy  stetig,   so  liefert  der    erste   Mittelwertsatz 
ß'{n)(x){b  -  xy-hlx  =  f»{l)j\h  -  x)"-''dx. 

a  '    a 

Nim  hat  man  aber 

J(h  -  xy-'dx  =  -  ^^^'  +  c, 

also 

Das  ist  die  Lagrangesche  ßestform. 

Die    Cauchysche    Restform     ergibt    sich,     wenn     mau 
schreibt 

, //'("K^) Q>  -  x)" -'dx  =  f^") (I) {b  -^y-\l  (h 

U  I' 

==  /"(") (!)(&-  IV' -\b-a).  [a<^<b) 

Man  findet  dann,  da 

t  =  ff  ^  ^(J,  _  rt)  (0  <  ^  <  1 ) 

gesetzt  werden  darf, 

2.  /"(a;)  sei  in  (c(,by  integrierbar,    li'ix)  in  \(i,b>  ab- 
steigend.    Endlich  sei 

^(a)  =  1,     (i'iM  =  0. 
Ist  dann 

^o<-^i<---<'^P-i<'^/.       1-^0=«^  •^;.=  ^' 

und  bedeutet  /t^.  die   untere  Grenze.   M^  die   obere  Grenze   und 
<y^  die  Schwankung  von  /7a)  in  <.*\_i,a\»,   ^o   hat  mau  mach 

§  l-i"?) 

f. 

^(i„ix,  -  x,_,)  <ff{x)dx  <  ^M,{x,  -  a:t_,) . 
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Ebenso  ist  aber,  wenn  ^^.  dem  Intervall  '.Xf^_^,x^./  angehört 

b 

Das  Integral   jf{cc)dx  wird  also  durch 


mit  einem  Fehler  dargestellt,  der  höchstens  gleich 

p 

i-  =  1 
ist. 

Der  Fehler,  mit  welchem 


das  Integral 

^? 
ff{x)dx 

a 

darstellt,  ist  höchstens  gleich 

k  =  i 
also  nicht  größer  als  Z).^) 

Bevor  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  den  sogenannten 
Abelschen  Hilfssatz  beweisen.     Er  lautet: 

Hat  man 

und    sind    u^,  u.^,  .  .  .,  ii     irgend    welche    Zahlen,    so    ist 
immer 

^1  "i  +  ^2^2  H ^  ^p^^p  =  fl  3^("i;  "l  +  ^'2  '  •  •  ••  «<i  -r  »2  H 1-  W/. '  • 

Mit  9}i(i<] ,  Hj  -r  «2)  •  ■  •?  ^'i  +  ^2  ~!~  •  •  ■  +  ";,)  bezeichnen  wir 
eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als  die  kleinste  und  nicht 
größer  ist  als  die  größte  der  Zahlen 

Ui,  u^  +  t<27  •  ■  •  j  «1  +  ih  -r  '  • '  +  ((jr 


1)  Man  bedenke,  daß  a  ^  (•  und  ./    —  ;/■        >  0 


iät. 
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Setzen  wir 

Sj  =  iti,  Äg  =  Hl  +  M.,,  •  •  •,  S^  =  Ml  -f-  Hg  H -\-%, 

SO  wird 

=  (fi-  £2)^1+  («2-  0«2+  •  •  •  +  (Vl-  *W-^P-1+  ^/>^^- 

Ist  s  die  kleinste  und  5*  die  gj-ößte  der  Zahlen  Sj,  53,  .  .  ., 
s  ,  so  hat  man,  da  nach  Voraussetzung 

«1-  £2^0,  fg  — £3^0,  ••  •,  £p_i—£p^O,  £p^0 
ist, 

(fi  —  £g)s  <:  (fi  —  fgjsi  ^  (^1  —  «2)'^^; 

(£2  —  h)s  <  (£2  —  «3)^2  <  (^2  —  h)^} 


(fp-1  -  ^p)^<  i^p-1-  ^p)Sp-i  ^  '  ^y>--  -  ^z.)-^? 

Daraus  folgt  aber  durch  Addition 

hs<  ih  -  «2)«!  +  (^2  -  ^3)^2  +  •  •  •  +  {^p-i  -  ^p)Sp-i  +  £pSp < fi S, 
womit  der  Abel  sehe  Hilfssatz  bewiesen  ist. 
Diesen  Hilfssatz  können  wir  nun  auf 

k  =  l 

anwenden.     Setzen  wir 

so    sind    die  Bedingungen   des   Hilfssatzes    erfüllt.      Er  liefert^ 
wenn  man  Ij  =«  nimmt  (^so  daß  f^       '^'("O     '  1   wird), 

A  =  1  ;i  =  1  X  =  1 

Wir  wissen  aus  §  157,  daß  die  P'unktion 

.      ff{x)dx 

in  (a,  b]>  stetig  ist.     Ihr  größter  Wert  in  <  a,  h}  sei 

jy{x)dx, 

<I 

ihr  kleinster 
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a 

Da  niin  für  q  =  1,  2,. . .  ,p 

ff{x)dx  -D<  ^fi^,)  (x,  -  x,_,)  £ff{x)dx  +  D 

a  A  =  1  a 

ist,  so  wird  auch 

ff{x)dx  -D£  ^/-(y  (.-,  -  ^'._x)  £ff(x)dx  +  D 

a  i-  =  1  a 

sein.     Dami  folgt  aber 

ff(x)dx  -D£^fXk)^im^,-a;,_,) £ff{x)dx  +  D. 

a  k  =  l  a 

Durchlaufen  wir  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Zerlegungen, 
so  wird 

P  b 

i^°i  ^/"(y  ^(y  (%•  -  ^k-i '  =ff{x)t{x)dx 

A  =  l  a 

und 

p 
lim  B      lim  ^ö,{x^  -  x^_^)  =  0. 

Also  hat  man 

•T  ''  '; 

^  ff(x)dx  £ff{x) ^ {x) dx  £  I }\ x) dx. 

a  a  a 

X 

Da  I  f(x)dx   in   <a,  &>   stetig  ist,    so   gibt   es   in  diesem 

a 

Intervall  eine  Stelle  |  derart,  daß 

ff{x)t{x)dx=  ft'{x)dx 

a  a 

ist. 

Dieses  Resultat  läßt  sich  leicht  verallgemeinern. 

Xix)    sei    in    <a,  6>    monoton    (aber    nicht    konstant). 
Setzen  wir  dann 
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^  ^        Z(«)  — 3jW 
SO  ist  i<{x)  in  <(a,  hy  absteigend,  und  man  hat  außerdem 

Es   sind    also,   wenn  f{x)   in  <(a,  h/   integrierbar  ist,   alle   Be- 
dingungen unserer  obigen  Betrachtungen  erfüllt,  und  man  hat 

fj  i 

ff{x)^-^^^^dx=  ff{x)dx. 
J  '^   ^  7Aa)  —  x(P)  J  ^  ' 

a  a 

Hieraus  ergibt  sich  aber 

jy{x)x{x)dx  ^  x{a)jy{x)dx  +  i{h)ff{x)dx. 

a  a  I 

Diese  Formel  nennt  man  den  zweiten  Mittelwertsatz. 

Wenn  eine  Funktion  F{x)  in  <(«,&)>  integrierbar 
ist  und  eine  zweite  Funktion'  G{x)  in  (a,hy  mit  Aus- 
nahme einer  einzigen  Stelle  durchweg  mit  F(x)  über- 
einstimmt, so  ist  Cr{x)  ebenfalls  in  (a,l)}  integrierbar, 
lind  zwar  ist 

b  b 

jG{x)dx=fF{x)dx. 

■I  a 

Hat  man  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  über- 
zeugt^), so  ergibt  sich  sofort,  daß  man  an  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stellen  den  Funktionswert  F{x)  modifizieren  darf, 

h 

ohne  daß    /  I{x)dx   zu    existieren    aufhört    und    ohne    daß    es 

a 

seinen  Wert  ändert. 

Wir  wollen  jetzt  in  der  Formel  des  zweiten  Mittelwertsatzes 

xip)  durch  A     und     xyli)  durch  7) 

ersetzen,  dabei  aber  Ä  \nid   B  so  wählen,  daß  die  modifizierte 
Funktion    xix)    in    <a,  h/    noch    monoton    ist.      Dann    bleibt 


1)  Sie   ergibt   sich    direkt   aus  der  Detinition  des  bestimmten  Inte- 
grals in  §  145. 
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\  f{x)i{x)dx   ungeändert.      Es   ändert   sich  höchstens  |,   und 

a 

wir  haben 

6  z  b 

ff{x)i{x)dx  =  Ajf(x)dx  +  Bjax)dx.] 

a  a  ^ 

Ist    i[x)    in    <(a,  hy    absteigend    nnd    nie    negativ,    so 
können  wir  B  -^  0  setzen  und  erhalten  dann 


/  f(^) %{x)dx  ^^  A  j  f{x) dx . 


Ist   i{x)   in   {a,by   aufsteigend   und   nie    negativ,    so 
können  wir  A  =  0  setzen  und  erhalten  dann 

/,  /, 

ffix)x{x)dx  =  Bff{x)dx. 

a  l 

(a£^£h,     B>xi^)-) 
§  163.    Das  Integral 

h 

«^n=J— ^ ^^• 

0 

n  soU  eine  positive  ganze  Zahl  sein  und  Ä  >  0. 

Das  Svmbol   ' ist   für    x  =  0    bedeutungslos.      Wir 

woUen  festsetzen,  daß   es  für  x  ^  0  die  Zahl  n  bedeuten  soll. 
Dann  ist  "    durchweg  stetig,   da  man  für  x^O 


sinnx  )rx-    ,    n-'x'' 


3! 

hat,  und  die  Potenzreihe  rechts  durchweg  stetig  ist. 
Setzen   wir  nx  =  w,  so  wird  (nach  §  161) 

nh 

T        f  sin  u  -, 

Jr,=    1  du, 
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also  ;/' 

j  j         /  sinw 

Wir  wollen   w  >  v  voraussetzen   und  auf  das  letzte  lute- 

crral  den  zweiten  Mittelwertsatz  anwenden.     —  ist  in  <vh,  nKy 

positiv  und  absteigend.     Mithin  dürfen  wir  in  der  Formel  des 
zweiten  Mittelwertsatzes 

Ä        \      und     B=0 

V  n 

setzen.     Dann  erhalten  wir 

nh  i 


I du       ^  I  Biaudu.         (vh  <  ^  ^  nh) 


v/i  vh 

Nun  ist  aber 


/  sin  udu  =  —  (cos  u)\,^^  =  cos  vh  —  cos  |, 
\J..-J.    < 


vh 

also 

2 


da  cos  vh  und  cos  t  ihrem  Betrage  nach  kleiner  oder  ffleich  1  sind. 
Ist   £   eine   positive  Zahl,    so    können  wir  den  Index  v  so 
wählen^  daß  2jvh  <  f  wird.     Dann  haben  wir  für  n  >  v 

Nach  §  27  läßt  sich  hieraus  schließen,  daß  lini«/,,  existiert. 
§  164.    Die  Integrale 
A„  =f  f'{x)  cos  H.M-  (l.r    und     B„  =//(jr)  sin  }i.r(tji'. 

a  a 

fix)    sei    in    ^a,h}    int»'grierl)ar.      Wir   werden    zeigen, 
dass  dann 

lim  .4„      ()     und     liin7y„-0 
ist. 

<(a,  hy  läßt  sich  so  in  Teilintervalle 

<^,._i,-'V>  {V    -  1.2.  ...,;>) 

zerlegen,  daß 
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-Ö=^Ö,,(^,. -^\-i)< 


wird  (£  >  0).     Dabei  bedeutet  a^   die  Schwankung  von  f{oi:)  in 
Nun  ist  aber 

J.„  =^  I  fX^)  COS  »a;  fZ^' 

.r,,  X,. 

=^f(x^. _  jj  COS  »«a; f/a;  +^  /  { /"(^r)  —  fix,  _  J }  cos  nx dx 
und 

.r,, 

5^  =J^  f  f{x)  sin  wa;  <7a: 

=^f(^y-i)J  sin  wa:  (^a;  +^/  {/"(-z;)  —  /"(^..-i) }  sin  wa;  6?a; . 


■F,.-l 

Daraus  läßt  sich  folgern 

2 


und  ebenso 

!5„  S|-^l/-(^.,_i)l  +  ^- 

Wählt  man  k  so,  daß 

ist,  so  hat  man  für  n  ^  /•• 

j^„|  <s     und     ^„1  <  £. 
Das  bedeutet  aber,  daß  lim  ^4„  =  lim  B^=  0  ist. 

§  165.    Berechnung^  von 

1.       /  siu  n.JL-    , 

hin  /  — - — dx. 

0 

Da  nach  §  164 

II    oxD  71CC    f  f\ 

im  I aa;  =  ü 


/sin  »i 

a; 
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h 


ist,  wenn  //,  h'  beide  größer  als  Null  sind,  so  ist  lim  I  -  dx 

0 

ganz  unabhängig  davon,  welchen  positiven  Wert  h  hat. 
Wir  können  uns  also  darauf  beschränken 


1  •  m     SlU   rvtAf     7 

lim  1 äx 

0 


,.       isinnx 
Lim  I ( 


zu  betrachten. 


Für  0  <  ic  <     ;r  ist 


1  1  sin  a;  —  x 


X        sm  .r  X  sm  a; 

stetig.     Da 

j;*        x^  Ix* 

sin  u;  —  X        ~  sT  "^  öT  3 !  ~  sT  "^ 

=  —  a; 


X  sm  x  -       x*    ,  ^        x*    , 

bei  nach  Null  konvergierendem  x  den  Grenzwert  0  hat,  so  wird 

.       auch  für  x  =  0  stetig  sein,  wenn  wir  für  x  =  0  dem 

X        sma;  '^  ' 

bedeutungslosen  Symbol  den  Wert  Null  beilegen. 

Nach  §  104  ist  dann 


lim  /  ( .      )  sin  nxdx  =  0, 

,7   \.c-  sm. rj  ' 


also 

,.       /  sinw.f  ,  ,.        /  sin  »ar    , 

iira  f  ax  =  hm  f  «.r. 

^f     sm  X"  J        X 

0  0 

Um  den  Grenzwert  zu  finden,  genügt  es,  eine  Teüfolge  zu  be- 
trachten. Wir  wollen  die  Teilfolge  betrachten,  die  den  un- 
geraden Indizes  entspricht. 

Wir  gehen  von  der  Bemerkung  aus,  daß 

cos  \p  —  \)(^  —  '2  cos  p(f  -\-  cos{p  -\-  l)(f  =  2(cosqp  —  1 1  cos  p<p 

ist.     Setzen  wir 

U    =  C0S(^  —  l)(f  —  COSJ99;, 
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0        * 

SO  lautet  dieses  Formel 

%^i  —  %  =  2(1  —  cos  qp)  cosjycp. 
Wir   schreiben  nun  folgende  Kette  von  Grleicliungen  auf: 

«^  =1  —  cos  (f  , 

11-2  —  M^  =  2  (1  —  cos  (f)  cos  <f, 
Mg  —  t<2  =  2(1  —  cos  ^)  cos  2q: , 


U   j^l  —  Up=  2(1  —  cos  Cp)  QOS p(f. 

Daraus  ergibt  sich 
iT^p  +  i  ^(y  ~  <^os  ^  +  cos  29:  +  •  •  •  +  cos^9:j(l  —  cosg)), 

also  im  Falle  cos  cp^l 

1  ,                   ,            o        I             1                            cosjjg;  —  cos  v^  4- l)qp 
—  +  cos  a  4-  cos  2g;  +  •  •  •  +  cospa  = „,,  -~ — -^■ 

2  '  ^  ^  -^  '^  2  (1  —  cos  qp) 

Da  /  1  1     V 

cos(p  +  1)9P  =  cos(^(?j  +  y)(jp  +  2^9^]: 

Gos  pcf  =  cos((^)  +  Y  19p  —  y(jpj 

ist,  so  wird 

cospq:  —  cosljj  +  1)9}  =  2  sin(^  +  — )  9?  sin  ^  , 

1  —  cos  (f  =  2  sin^  — , 

'^'°  •  ^  _uM 


-\-  COS  9  4-  cos  2  9;  +  ■  •  ■  +  cosp^  = 


1 

2  8in  — qp 

Beschränken  wir  9;  auf  das  Intervall  (0,:c/  so   ist  sin-^-g;  nur 
für  (p  =  0  gleich  Null.     Schreiben  wir  dem  Symbol 

2  sin  4^  qp 
für  9;  =  (J  den  Wert  ^  +  .V    zu,    so   gilt   die  Formel  auch  für 
<p  =  0. 

In  dem   Integral 

W2^j-l)^^^ 

0 

16' 
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dürfen  wir  also  schreiben 

sin  (2  ö  +  1)  a;       o  /  ^     ,  o       ,  t       ,  o      \ 

—  >4--     -   =  2  /  ,  -\-  cos  2 X  -\-  cos  4x  +  ■  ■  ■  ^  cos  2px)- 

Slu  00  \  •■  / 

Daraus  folgt  aber 

ft  n  '=1(1 


0 

oder,  da 


ist, 


2  /  cos  2vxdx  =  -  (sin  '2vx)'   =  0 

0 

J  sin  X  2 


Jetzt  können  wir  schließen: 

h 

lim 


/sin  HX    ^  7t  ,    ^     ,. 

J    ^-  ^^  =  2  •     '/'  >  *-^>' 

0 

Noch    eine    Bemerkung     über     das    Integral      /  (/i 

0 

wollen  wir  hier  anfügen. 

Wenn  h  <  —  ist,  so  hat  man 

h  njn  n 

,,    ^    /"sin  na;   ,      ^    /sin  na;    ,  /sin  m  _,     ,. 

0</      ^dx^j^^~dx=J    ^    du}) 

0  0  0 

Ist    //  >  '      so  schreibe  man 

h  n/n  I' 

/'sin //./•    ,  /sin  >?a-    ,  /siu</.r    . 

J-    oT^^-J       .r      ''"^J       .r      ''■> 

0  0  nhi 

n  'i/i 

/sin  u  j       ,     /  sin  u    ,    , 

0  n 

1)    «  ^  »I  .T. 
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uud  wende  auf  das  zweite  Integral  rechts    den  zweiten  Mittel- 
wertsatz an.     Danach   ist   i  wenn   A  =  — ,    Z?=  0  gesetzt  wird  i 

n/,  ; 

/  *        (In  =        /sin  H(h(  =  —      (1  +  cos  |). 
Hieraus  folgt  wegen     cos  H  i  <  1 

n/i 

/sin«    ,        ^2 
/  an    <  —  • 


Setzen  wir 


so  ist  beständig 


71 

ßinu    j            2  -, 

I —  du  H =  6r, 


I, 


,    /sin  ho;   ,        ^  /^ 
I fix     <  G. 

0 

Für  0  <  //  ^  A  hat  nann  wegen 

Jsin  «a;   ,           /sinn.t   ,            Isinnx   , 
—  dx  =  I  c/x  —  I ax 

X  J         X  ,/  X 

h' 
immer 


0 

0 

/, 

^sin  nx   -, 

ax 

<2(? 

§  166.    Das  Dirichletsche  Integral.    f{x)  sei  in  <(0,  A 
monoton  und  an  der  Stelle  ./  =-  (J  stetig. 
Wir  zerlegen  das  Integral 

ö 


welches  man  das   Dirichletsche  Integral    nennt,    in   folgender 

Weise 

//'        h 


T„=J  +J-       iO  <//</? 
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Auf   den   ersten  Bestandteil  wenden    wir   den   zweiten   Mittel- 
wertsatz an,  wonach 

h'  h"  h' 

fm "',-  dx = mß^^''  dx + /•(/op'r  ^^^ 

0  0  A^ 

ist  (0  <^  h"  -^  h').     Dann  wird 

/('  h 

k"  h' 

li 

0 

und 
wobei 

// 

A' 

h' 

0 

Da 

31„  <2G^  f(]r)-f(0)\ 

ist   und  bei  nach  Null  konvergierendem  h 

lim  /■(//)  -  /'(O) 
wird,  so  läßt  sich  //  so  wählen,  daß  man   hat 

'JG   /•(//) -/•(0)<   *  .     .£>0^ 
Dann  ist  für  alle   Werte  des  Index   » 

Hat    man    //     in    der    angegebenen  Weise    festgeleift,   so    wird 
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nacli  §   164  und  §  165  (wenn  n  die  Folge   1.  2,  3.  .  .  .  durch- 
läuft) 

lim95„  =  0  und  lime„  =  0. 

Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  ist  somit 
und 

Das  bedeutet  aber 

h 

lim  ff (x)  '^''  rfa;  =  -J  f(0) .  (h  >  0) 

0 

Wenn  f{oi:)  in  <(0,  hy  monoton,  aber  nicht  bei  j:  =  0  stetig 
ist.  so  wird  die  Formel  anders. 

Es  sei  z.  B.  f(x)  in  (0,  Ji}  aufsteigend  und 

\>h,>h,>-  ••,     lim  Ä„  =  0. 

Dann  ist  die  Folge 

Whl  f(Jh\  f(h),  ■  ■  ■ 

absteigend  und  beschränkt,  so  daß 

\imf(h„) 

existiert.     Wir  wollen  diesen  Grenzwert  mit  /'q  bezeichnen. 

Ist  ]i\,  h'2,  h'-i,  ■  .  .  irgend  eine  Folge  mit  lauter  positiven 
Gliedern  und  mit  dem  Grenzwert  Xull,  so  gibt  es  zu  jedem 
\'  ein  h^^^,  so  daß  /»„^  <  h„',  also  /"(/'„,)  ^  f{K')  ^^^-  Daraus 
folgt  aber  f'^  <^  /"('*„',)•  Wird  ein  positives  £  vorgelegt,  so 
können  wir  /'(/'>■)  so  wählen,  daß  f(Ji,)  < /o  +  £  ist.  Da  nun 
fast  alle  h^'  zwischen  0  und  li,  liegen,  so  erfüllen  fast  alle 
f(hj)  die  Ungleichungen 

fo<nK')<fo  +  ^- 
Das  bedeutet  aber 

lim/-(V)=/o- 

Ersetzen  wir  nun  f{0)  durch  /J,,  so  wird  f(x)  an  der 
SteUe  x  =  0  stetig  und   bleibt  in  (0,hy  aufsteigend: 
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A 

jm 


Bin  «a;   , 
dx 

X 


behält  seinen  Wert. 
Wir  haben  also 

h 


imjf(x)     _^-     r/x  =  y/o,         (h>0) 


lim 

0 

und  dabei  ist 

/o  =  lii"  tX^) 
für  nach  Xull  konvergierendes  positives  x. 

Wenn  f(x)  in  (0,  hy  von  beschränkter  Variation  ist, 
so  lassen  sich,  wie  wir  wissen,  zwei  in  <(0,  /«)  aufsteigende 
Funktionen  (p{x),  ^^{x)    so  wählen,    daß  in   dem    ganzen  Inter- 

vaU  <0,  hy 

fix)  =  (p[x)  —  tl^{x) 

ist.     Nach  dem  Obigen  hat  man  nun 


limj  (p{x)      ^.     dx  =  2  (ff,, 


h 

,.         /  ^  sin  nx    , 

lim    I  j/'i.?)  (ix 

0 


folglich  /, 

,.       /  /./  N  sin  na;   ,  rr  .  ,    ,         n-  ,. 

II 

Dabei  ist  /„  der  Grenzwert  von  /"(./)  für  nach  Xull  kon- 
vergierendes positives  ./ . 

Wir  sagen,  f\x)  sei  rechts  von  x  =  0  von  beschränk- 
ter Variation,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  ö  so  wählen 
läßt,  daß  fix)  in  <((),  d)>  von  beschränkter  Variation   ist. 

Bedienen  wir  uns  dieser  Redeweise,  so  können  wir  folgen- 
den Satz  aussprechen. 

Wenn   f[x\    in    \0, //^    integrier  bar    und    rechts    von 

x  =  0  von  beschränkter  Variation  ist,  so  hat  man 

/, 

1-       /  ,•     ^  sin  n.r    j  Ji  ,,  /-i   ^    rk\ 

limj/i.r)      ^       dx  =  ^to-  Q>  >  ^) 
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In  der  Tat  hat  mau 

h 


ßuy-^ä.^J\f. 


0  od 

Der  Grenzwert  des  ersten  Bestandteils  ist  ^  /"q,  der  des  zweiten 
aber  nach  §  1(34  gleich  0. 

§  167.    F.  du  Bois-Beymonds  Satz  über  das  Dirich- 
letsche  Integral.     In  §  159  haben  wir  die  Formel  bewiesen 

b  h 

(F(x)  Gixif^  ^jf-^^  '''^^■^')  ^^  -\-J 9(^)  -f'(^)  (i^- 

a  a 

fix']  und  g{x)  wurden  in  <^a,  hy  integrierbar  vorausgesetzt,  und 
es  war 

.r  X 

F{x)  =  A  +ff{x)  dx,      G{x)  =  B-{-fg  (x)  dx . 
Diese  Formel  woUen  wir  jetzt  auf  das  Integral 

J/(«)    -^.     dx  {0<h'<h) 

0 

anwenden,   wobei   wir   vorläufig   von  f(x)   fordern,    daß   es   in 
<^0,  hy  integriei-bar  ist. 

Zuvor  bemerken  wir,  daß  für  x  ^  0 

/sinwax'       n.rcosnx  —  sinnx  1      „ 

l   .r    )  -    ^^ =  --n\r  +  .  .  • 

ist.    An  der  Stelle  x  =  0  setzen  wir  '   gleich  n.     Die  Ab- 

X  ° 

leitung  an  dieser  Stelle  wird  also 

lim  — (       ''—})]  =  Y\m{  — .   n^x -\- ■  ■  ■)  ^0. 
(lira:r  =  0) 
Schreiben  wir  dem  Symbol 

nxcosnx  —  ainnx 

für  X  =  0  den  Wert  0  zu,  so  haben   wir  eine  durchweg  stetige 
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Funktion  vor  uns,  die  gleich  der  Ableitung  von        —    ist,  so 
daß 


sinn 

X 


^n+J ^ dx. 


Wir  können  also  in  der  Formel  der  partiellen  Integration 
a  =  0,  h  =  h'  und 


siQ  n  X 


Fix)  =  J  f{x) dx,    g {x)  =    — -i ,     (t [x]  =  — 


0 

setzen.     Dann  liefert  sie 

h' 


l  ^,   ^  sinwa;  ,  -r->/T  sin  "''  [nxcosnx  —  smn.r  r,/  •,   , 

ffi^)-,.     d^  =  F{h)     j,     -J y, F(x)dx 


0 

Wenn   wir  dem  xVusdruck 


-^jf(x)dx 

0 

für  X  =  0  irgend  einen  Wert  beilegen,  so  ist  die  Funktion 
%(x)  =  ^Jf(x)dx 

0 

in  (0,  hy  beschränkt.^;  Sie  ist  lerner,  abgesehen  von  der 
Stelle  X  =  0,  in  <^0,  //>  stetig.  Also  ist  %^x)  in  <  0,  //  >  inte- 
grierbar.    (§  158.) 

Die    rechte    Seite    unserer    obigen    Formel    läßt    sich    mit 
Hilfe  von  i^(xi  so  schreiben: 

/,'  h 

%(h')  siunh'  —  I  ^{.r\ii  i^osuxdx  +  /  ^(x)    — '   dx 

U  0 

Nun  ist  aber 

/,■ 

sin>///  =  fncosH.id.i. 

0 

1)  Man  bedenke,  daß  /'(.r)  in  <  0.  //  -  beschränkt  ist. 
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Also  wird 

h'  h'  h' 

Jfi^)^"^  d^  =J  SU)"^^  dx  -i-J  {i^ih')-^{x)}neosnxdx. 

0  0  0 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  %{x)  in  (0,  /<)>  von  be- 
schränkter Variation  ist.  Dann  lassen  sich  in  (0,  /A  zwei 
aufsteigende  Funktionen  0{x).  W[x)  so  wählen,  daß  in  dem 
ganzen  Intervall  (0,  Ji) 

^(x)  =  0(x)—  ^(x) 

ist.     Der   zweite   Mittelwertsatz   liefert,    da    ^(h')  —  0(x)   und 
WQi)  —  W(x)  absteigend  und  nie  negativ  sind, 

J  {  ^{h')  —  0(x)  \  n  Qosiixdx  =  {  0(//)  —  0^  \  iinut, 

0 

h' 
I  {  Will'  \  —  W(x) }  n  cos  nxdx  =  {  W{h')  —  %  \  sin u | , 

0 

so  daß  man  hat: 

A' 

/  { ?5  {^0  ~^{^)}  *^  COS  nxdx  =  I  0  Qi  »  —  ^0  (  siu  wt 

0 

Der  Betrag   der  rechten  Seite  ist  kleiner  oder  orleich 

\0{h')-%  -f  1^(70-  f^ol. 

Unter  0^,  W^^  verstehen  wir  aber  die  Grenzwerte  von 
0{x)  bzw.  W{.j:)  für  uach  Null  konvergierendes  positives  x. 
Es  ist  daher  für  lim//=0 

lim{^(//'i-  %+  W{h')-  ^o|}  =  0, 
und  wir  können  //'  so  wählen,  daß 

\Oih')-0,\-\-\mh')-  ''FoJ<  l 
wird.     Dann  haben  wir  für  alle  Werte  des  Index  >< 


A 

1/ 


{%{}(')  —  %(x)  j  n  cos  nxdx  <  ^ 
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Schreiben  wir  jetzt 

0  0 

h'  I, 

//            sm  'Vi,  ST 
{  %  QO  ~  i^  (*■  * }  '^  cos  nxdx-i-  j  f{x) —  dx , 

0  h' 

so  haben,  wenn  n  die  F'olge  1,  2,  3,  .  .  .  durchläuft,  das  erste 
und  das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  den  Grenzwert  Null. 
Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  werden  sie  also  ihrem  Be- 
trage nach  kleiner  als         sein  und  der  Betrag  von 


ß 


3 

sm nx    ,  n 


n 

. .        r,.,   .  sin  « a;    ,  n  -^ 

\xmjt{x)—^dx^-^^. 


f{^)  --^  ff^  -  T  i^o 

kleiner  als  e.     Das  bedeutet  aber 
h 
li 

Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 
Wenn  f{x)  in  <0,h}  integrierbar  und 

0 

rechts   von   x  =  0    von    beschränkter   Variation    ist.    so 
gilt  die  Formel 

// 

lim 

0 


.ff(x)  '-H-;-  dx~l%,.  (/,  >  0) 


Dabei  ist  J^  der  Grenzwert  von  i^{x)  für  nach 
Null  konvergierendes  positives  x. 

Dieser  Satz  von  P.  du  Bois-Rey mond  enthält  den  in 
§  lü<3  bewiesenen  als  Spezialfall.  Man  kann  nämlich  zeigen, 
daß  f^{x)  rechts  von  x  =  0  von  beschränkter  Variation  ist. 
sobald  f(x^  diese  Eigenschaft  hat. 
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§  168.     Andere    Fassung^    des    du    Bois-Reymoud- 

schen    Satzes.      Wenn   f\cc)    in   <[0,  li>    integrierbar   ist,    so 
findet   man   für  h  ^  x  '^  0  mittelst    der    partiellen    Integration 

u  h  h  h  u 

0  x  X  X  0 

d.  h. 


oder 


g(70-5(.^)=/{/»-S0Olv 

X 

h 


Wenn  5(^)  ^^  0?  K>  ^on  beschränkter  Variation  ist,   so 
gibt  es  eine  Zahl  A  derart,  daß 

i5(0j  -  g(^i)!  +  IS W  -  dix,)\  +  •  •  •  +:d{-^p-i)-}^(h)\<Ä 

ist,  wie  man  auch  (0,  h/   in  Teilintervalle  zerlegen  mag.     Es 
ist  also  auch 

\%{x,)  -  %{x,)  +  •  •  •  +  \%{x^-,)  -  %{x^)\<A.     ix^^h) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

II  ^  ■' 

und  bezeichnet  mit  <?,  die  Schwankung  von  ©Th)  in  <(a^y_i,  x^, 
so  wird 

Dabei   ist   |,.  ein  beliebiger  Wert  aus  (x,._y,  x^y  und   {>, 
ein  Wert  aus  <—  1,  1>. 

Wir  können  aus  der  letzten  Gleichung  schließen 

(i.  =  2,  3,  .  .  .  /)) 
also 
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Halten   wir   Xi  fest  und  unterwerfen  <'x^,  hy  einer  ausgezeich- 
neten 3"Folge,  so  wird 

p 
lim^(a;,,—  x,._i)ö^=  0, 

1=2 
P  ''. 

lim^(a;,,-a;„_j:)|@(Ul=  /|®(w)|<^m, 

und  es  ergibt  sich,  daß  für  0  <  a;  <  A 

h 
f\&iu)\du  <  A 

X 

ist. 

Die  Funktion  . 

n 

X(a;)=J|@(w)irfw 

ist  also  in  (0,  ii)  beschränkt. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  läßt  sich  umgekehrt 
zeigen,  daß  '^{x)  in  <(0,  K)  von  beschränkter  Variation  ist. 

Die  beiden  Funktionen 


und 


X 

h 
W[x)  =    I  -  "-^2 


sind  dann  nämlich  in  (0,  h)  beschränkt  und  absteigend.  Sind 
sie  beständig  kleiner  als  B  und  setzen  wir  fest,  daß 

0(0)  =.  ?ir(0)  =  B 

sein  soll,  so  sind  sie  in  <0,  /<>  absteigend.  Ihre  Differenz  wird 
aber,  wenn  man  (5(^)  =  ^  festsetzt,  gleich  'i^{x),  so  daß  %{x) 
in  <(),  liy  von  beschränkter  Variation  ist.^) 

Wir    können    also    dem    du    Bois-Heymond sehen    Satze 
folgende  Fassung  geben: 

1;  Bei  jeder    anderen    Festsetzung    über   5(0)   bleibt   diese    Eigen- 
schaft bestehen. 
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Wenn   f(x)    in    <(0,  hy,   /i  >  0,    integrierbai-    und    die 
Funktion 

h  u 

.T  0 

in  (0,  li)  beschränkt  ist,  so  hat  man 


lim  J  f{x)  ^^  dx  =  ^  i:So' 

0 


Dabei  ist  ^q  der  Grenzwert  von  -7  /  f(x)dx  bei  nach 

0 
Null   konvergierendem   positivem    x.      Dieser    Grenzwert 

ist  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  stets  vorhanden. 

Wenn  f(x)  für  x  =  0  stetig  ist,  so  ist  3"o  = /"(*-*)• 
(Vgl.  §  157.) 

Anwendung.  f{x)  sei  in  <0,  Ji),  h  >  0,  integrierbar  und 
habe  an  der  Stelle  a:  =  0  eine  Ableitung. 

Wir  können  bei  gegebenem  s  (>  0)  die  positive  Zahl  d 
so  wählen,  daß  in  (0,  Ö) 

/W^(0)_,..(0)<, 

ist.     Wäre  nämlich  in  (O,    -),  n  =  1,2,3,  ..  .,  immer  ein  x^ 
zu  finden,  für  welches 

so  könnte  nicht 

sein. 

Die  Funktion  ^W  — /(,      -g^   ^^^^    -^^    ^q^  ^^^   folglich  auch 

in  {0,k)  beschränkt.     Dasselbe  gilt  von  @(m)  und  von  X(a;). 
Man  hat  nämlich 

0 

und  nach  dem  ersten  Mittelwertsatz  wird 
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u  u 

Ctiu)  —  f(o)  j        r  .        «^ 

0  0 

wobei    nt    nicht    kleiner    ist    als    die   untere    und    nicht    größer 
als  die  obere  (rrenze  von 

Nach  dem  obigen  Theorem  ist  also 

h 

T        I  /</   \  sin«./'    j  n    ^  ,^ 

hm  Jf{x)    ^^  äx=  yAOj- 

0 

Dasselbe    Resultat    ergibt   sich,    wenn   f{cc)   in  <(0,  li)  inte- 
grierbar und  bei  passender  Wahl  der  positiven  Zahl  k 

in  (0,  h)  beschränkt  ist. 

Bemerkung.     Da 

/, 

Mm  jf{x)(— -. — jsinnxdx  =  0       (0<Ä<n:) 

0 

ist,  wenn  wir  f{x)  in  <^(>,  h  ■  integrierbar  annehmen,  so  ist 
l.mj  --^-    f{x)dx  =  Inn  /  ^^^  f(^x)dx, 

0  0 

vorausgesetzt,  daß  dieser  Grenzwert  existiert. 


Kapitel  XV. 
Integration  nnendlicher  Reihen. 

§  169.  Reihen  von  Funktionen.  u^{x),  u^(x),  Ms(a')>  •  •  • 
sei  eine  Folge  von  l'unktioaeu,  die  alle  in  <'a,  6N  definiert 
sind.     Außerdem  sei  die  unendliche  Reihe 

u^{x)  +  u^{x)  +  n^{x)  -\ 

für  jeden  Wert  x  aus  <a,  b>  konvergent.  Wir  sagen  dann, 
daß  diese  Reihe  in  dem  Intervall  <  a.  h  >  konvergiert. 
Ihre  Summe  wollen  wir  mit   U{x)  bezeichnen,  so  daß 
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Ü(x)  =  Wi(ä)  +  11.2  (x)  +  U.^(x)  +  •  •  • 

ist '  (a  <  X  <i  h). 

Die    Potenzreihen    sind    eine    spezielle    Art    Reihen    von 
Funktionen. 

§  170.     G-liedweise  zu  integrieren  ist  nicht  immer 

erlaubt.     Die  älteren  Analytiker  folgerten  aus 

U{x)  =  i(i(x)  4-  U2{x)  +  if.i(X}  +  •  •  ■ 
ohne  Bedenken 

h  h  b  h 

I  TJ{x)dx  =  j Uy(x)dx  -\-  j u^ix^dx  +  j u.^(x)dx  -{-■■■ 

a  a  (I  n 

Sie  verfuhren  also  bei  der  Integration  einer  unendlichen 
Reihe  von  Funktionen  ebenso  wie  bei  der  Integration  einer 
Summe  von  p  Funktionen. 

Wir  können   durch    ein  Beispiel   zeigen,    daß    dieses  Ver- 
fahren manchmal  zu  falschen  Resultaten  führt. 

Setzen  wir 

u^ipc)  =  nxe'"""'—  {)i  —  l)xe~''"~'^'>''\ 

so  ist  in  der  Reihe  u^ (x)  -\-  u^ (x)  -\-  u^{x)  -\-  ■  •  •  die  w-te  Par- 
tialsumme  s^(a;)  gleich  nxe~^^'.  Für  x  =  0  ist  sie  null.  Für 
X  ^  0  wird  ihr  Betrag  gleich^) 

n\x\        n\x\  2 

SO  daß  limSj^{x)  =  0. 

Man  hat  also  für  jeden  Wert  von  x 

0  =  n^{x)  +  u.2{x)  +  Us{x)  -\ 

Durch  skrupelloses  Integrieren  würde  man  finden 

1  1  i 

0  =  f  u^{x)dx  -\-  Iu2(x)dx  -\-  J u.^(x)dx  +  ■  •  ■ 


nx-    ,    n  X 


ist, 


1)  Man  bedenke,  daße"-''  =  1  +  —  +     1 ,   also  e"-^"> 

Kowale  waki,  Differential-  und  Integral  -  Roohnung.  17 
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Nun  ist  aber 

Jnxe-^^'dx  =  -  \  (e-"'^-)o=  Y  (^  "  '"'")' 

mitbin 

1 

fu„{x)dx  =  \{c-^"-'^^  —  e-") . 

0 

Die  M-te  Partialsumme  der  Reibe 

111 
i  u^(x)dx  -\-  ia^(x)dx  -\-ln^{x)dx  +  •  •  • 

0  0  0 

autet  hiernach 

J-(l  -  e-") 

und  bat  den   Grenzwert   1 : 2. 

Wir  sind  also  zu  der  absurden  Gleichung  0  =  ^  gelangt. 

§  171.    Gleichmäßige  Konvergenz.     Die  Reihe 

Ml  {x)  -\-U^{X)  +  «3 (x)  +  •  •  • 

sei  in  \a,  6)>  konvergent.     Setzen  wir 

so  ist  bei  festgehaltenem  x  (<*  ^  ^  ^  ^) 

lim  B^{x\  =  0, 
weil 

U{x)  —  s„_.^i^x)  =  RJx)     und     Wm  s^_^{x)  =  U{x) 
ist. 

Es  kann  nun  sein,  daß  die  Eigenschaft  lim  Il„(x)  =  0  auch 
dann  noch  gilt,  wenn  wir  das  x  nicht  mehr  festhalten,  sondern 
es  mit  wachsendem  Index  seine  Lage  in  ''a,  h)  ändern  lassen. 
In  diesem  Falle  wollen  wir  sagen,  (hiü  die  Reihe  in  <^a,  V} 
gleich  m  ä  ß  i  g  k  o  n  v  e  r  g  i  e  r  t. 

Wir  können  diese  Definition  so  formulieren: 
Die  Reihe  t<i(j)  +  t^si-^)  +  ^^sC^)  +  •'  heißt  in  <  a,  V)^) 
£^1oi('hniüßii<:  koiivergont,  wenn  sie  in  \a,b}-)  konvergiert 

1)  (oder  in  irgend  einem  andern  Bereich  ©). 

2)  (bzw.  in  '$>). 
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und    dabei    immer  lim jB„(a;„)  =  0  ist,    wie   mau  auch  die 
Folge  i\,Xo,x^,  •  •  •  in  <^a.  b/  wählen  mag. 
Bei  dem  in  §   170   betrachteten  Beispiel  ist 

Bjx)  =  —  (n  —  l)a;e-("-^)^"-. 


Setzen  wir  x^^=  1  :  Yn  —  1,  «  >  1 ,  so  wird 

und  es  ist  keineswegs  lim  Il^(x^)  =  0 .  Die  Reihe  ist  also  in 
dem  Intervall  (0,  1},  über  welches  wir  integriert  haben,  nicht 
ijleichmäßig  konvergent. 

L?  O  C* 

Eine  in  <'^a,  h}  konvergierende  Reihe 

u^ipc)  +  Wg  C-^)  +  W3  (^)  +  •  •  • 
ist  in  (a,  h}  dann  und  nur  dann  gleichmäßig  konvergent 
wenn  fast  alle  Grlieder  der  Folge 

i?, (.;)!,    \B,(x)\,     B,(x)\,... 

in  dem  ganzen  Intervall  /«.  &)>  kleiner  als  £  sind,  wie  auch 
die  positive  Zahl  e  gewählt  sein  mag. 

Daß  die  Bedingung  hinreichend  ist,  liegt  auf  der  Hand. 
Wenn  sie  nämlich  erfüllt  ist,  sind  in  jeder  Folge 

,  i?l(>i)  |,         i?,U2J    ,         B^(Xs)    ,  .  .  . 

fast  aUe  Glieder  kleiner  als  f ,  d.  h.  es  ist  lim  i?„(<„)  =  0,  für 
jede  aus  <^a,  h/  herausgegriifene  Folge  x^,  x^,x^, .  .  .  . 

Wenn  die  Bedincrun^  nicht  erfüllt  ist,  wenn  es  also  ein 
Ausnahme-Epsilon,  etwa  e^,  gibt,  so  werden  unendlich  viele 
Glieder  der  Folge  nicht  mehr  in  dem  ganzen  Intervall  <(a,  hy 
kleiner  als  e^  sein.  Es  ist  also  möglich  Xj ,  x^,  x^, ...  so  in  <(a,  h} 
zu  wählen,  daß  tmendlich  viele  Glieder  der  Folge  -Ri(^i) 
-^2(^2)  : 7  B^(x^\, .  .  .  größer  oder  gleich  Sq  sind.  Dann  ist 
aber  Uy{x)  -f  iiAx^)  +  u^{x^)  +  •  •  •  in  <«,  h)  nicht  gleichmäßig 
konvergent. 

vi^  172.  Sätze  über  gleichmäßig  kouvergente  Reiben. 

1.  Konvergiert  »owohl  «j^^;  —  UzK'^)  t  «31;'';  —  •  ■  •  als 
auch  v^{x) -\- v.-,{x) -\- i\{x) -^  ■  ■  ■  in  <a,  hy  gleichmäßig, 
so  gilt  dasselbe  von  der  Reihe 

«1  (x)  +  v^ (x)  +  U.2 (x)  -[-  r, {x)  +  •  ■  ■  . 

17* 


260  Sätze  über  gleichmäßig  konvergente  Reihen. 


Setzen  wir 
imd  _ 

SO  sind  bei  der  neuen  Reihe  die  ungeraden  Reste  Pi(.rj,  P-^ix), . . . 

jRi (x)  +  R^\x) ,  R^{x)  -f  B^{a-),  .  .  . 
und  die  geraden  PgCa?),  ^^i^),  •  ■  ■ 

ii'a  (x)  +  El  (x) ,  jRg  {x)  +  R^{x),... 
Ist  x^,  x^.  x^, .  .  .  irgend  eine  Folge  aus  (a,b},  so  hat  man 

lim  y^X-^i^-i'  =  lim  IiX^2n-i)  =  0 
und  _ 

lim  R.„^-,(x,j  =  lim  BJx,,;)  =  0 . 

Es  ist  also 

lim  Po„_i(a;2„_i)  =  lim  BJx^„_,)  +  lim  BJx^^_i)  =  0 
und  _ 

lini  Pi'«(-^'2„)  =  lim  A,  +  i(^2n)  +  lim  -R«(-^'2«)  =  0, 
mithin  auch 

limP«U.)  =  '->- 

2.  Konvergiert  ^'^  l^j)  +  i(.2{x}  +  ''si^)  +  •  •  •  i"  \ö^>  ^* 
gleichmäßig  und  ist  (p{x)  in  <^a,  feN  beschränkt,  so 
konvergiert  auch 

tii(x)(p{x)  +  'i(.2{x)(p(x)  +  ?f3(a:-)^(a:)  +  •  •  • 
in  (a,  hy  gleichmäßig. 

Setzt    man    P„{x)  =  i(„{x)q)(x)  -\-  u^^i(x)q:(x)  +  •  •  •    und 

^„(^)  =  «„UO  +  «„  +  i(^)  +  •  •  •;  so  ^^ir^ 
P„(x)=^R„(x)ipix). 
Ist  M  die  obere  Grenze  von     (f(x)     in  ^'a,h},  so  hat  man 

Aus  lim  i?„(a:„)  =  0  folgt  also  lim  P„(.r„)  =  0. 

3.  Konvergiert  Ui{x)  +  «g  {^)  +  ^8  (^)  +  •  •  •  in  Kß,  b} 
gleichmäßig  und  ist  jedes  u^(x)  in  (a,hy  iutegrierbar, 
so   ist  auch  die  Summe  der  Reihe  in  <(i,h)  integrierbar. 

Wir  wählen  v  so,  daß  in  dem  ganzen  Intervall  <'a,  b) 
\R,(^)    <f.     Dann   ist 
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U(x)  =  Mi(a-)  +  •  •  •  +  u,.^^(x)  +  B,.(x) 

eine  Summe  vou  i'  Funktionen,  die  in  <^«,  6/  beschränkt  sind. 
U{x)  ist  also    ebenfalls  in  <(a,  6/  beschränkt. 

Um  die  Integrierbarkeit  von  U{x)  zu  erkennen,  bedenke 
man,  daß  die  mittlere  Schwankung  einer  Summe  von  v  Funk- 
tionen nie  oTÖßer  ist  als  die  Summe  der  mittleren  Schwankungen 
der  Summanden.^) 

Die  mittlere  Schwankung  von  U{x)  in  <[a,  by  ist  also 
nicht  größer  als  die  mittlere  Schwankung  von  li^.(x),  weil 
jedes  ti„{x)  als  integrierbare  Funktion  die  mittlere  Schwankung 
Xull  hat.  Da  nun  M^,{x)  beständig  zwischen  —  f  und  f  liegt, 
so  ist  seine  mittlere  Schwankung  nicht  größer  als  2f.  Die 
mittlere  Schwankung  von  U{x)  in  <(a,  b}  ist  also  kleiner  als 
2f,  d,  h.  sie  ist  null,  denn  f  war  eine  beliebig  gewählte  posi- 
tive Zahl. 

Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen,  daß  bei  dem  obigem 
Beweis  weniger  verlangt  wird  als  die  gleichmäßige  Konvergenz. 
Es  wird  nur  verlangt,  daß  sich  jedem  positiven  e  ein  Rest 
Il,.{x)  entgegenstellen  läßt,  der  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  hy 
seinem  Betrage  nach  kleiner  als  s  ist.  Diese  Eigenschaft  hat 
die  in  §  170  betrachtete  ungleichmäßig  konvergente  Reihe, 
weil  bei  ihr  B^  (x)  gleich  Null  ist. 

Herr  Goursat  stellt  in  seinem  ausgezeichneten  Cours 
d'  analyse  (Bd.  I,  S.  406)  eine  Definition  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  auf,  die  nur  fordert,  daß  es  zu  jedem  positiven  f 
einen  Rest  gibt,  dessen  Betrag  in  dem  ganzen  Intervall  <^a,  hy 
kleiner  als  s  ist.  Danach  würde  die  in  i^  170  betrachtete 
Reihe  gleichmäßio-  konvero-ent  sein. 

Herr  Goursat  beweist  auch  den  Satz,  den  wir  in  Xr.  4 
bringen.  Bei  seiner  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz 
ist  dieser  Satz  aber  direkt  falsch  (vgl.  §  170). 

4.  Wenn  Ui(x)  +  u^ix)  -f  Ug(x)  +  ■  •  •  in  (a,  h)  gleich- 
mäßig konvergiert  und  jedes  u„{x)  in  <'a,hy  integrier- 
bar ist,  so  hat  man 

1)  Dies  folgt  daraus,  daß  die  Schwankung  einer  Summe  nie  grüßer 
als  die  Summe  der  Schwankungen  der  Summanden  ist. 
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f{t('i{x)  +  u^ix)  -\-  •  ■  •)dx  =  l  Uy{x)dx  -\- 1 u^{x)dx  -\-  — 

a  (I  a 

Man  findet  also  das  Integral  einer  solchen  Reihe,  indem 
man  gliedweise  integriert. 

Aus  Nr.  P)  wissen  wir,  daß  ü(x)  =  w^(a')  +  ^^(x)  +  •  •  •  in 
<(«,  hy  integrierbar  ist.  Ebenso  ist  -R„(^)  i°  ^^>  ^/^  integrierbar. 
Wird  ein  positives  f  vorgelegt,  so  sind  fast  alle  Ii,X^^)  i"  dem 
ganzen  Intervall  (a,  by  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  s.  Für 
fast  alle  Werte  des  Index  n  ist  also 

I  i?,,  (x)  dx  <C  s  (b  —  a) , 


d.  h. 


I  U{x)dx  —  ^    /  uXx)dx  <  £  (h  —  a) 


Das  bedeutet  aber 


lim  ^     /  w,,(a;)r/a;=  /  U{x)dx 

''  —  ^    a  a 

oder 

b  h  b  I) 

I  U(x)dx  =  jui{x)dx  -\-  ju^{x)dx  +  ( u^(x)dx  +  •  •  • . 

a  a  (i  a 

Die  gleichmäBigt'  Konvergenz  ist  eine  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  mau  gliedweise  integrieren  darf,  aber 
keineswegs  eine  notwendige  Bedingung. 

Das  sehen   wir  bei  der   Reihe 

(1_.,)+^.(1  _.^)4..,:2(l  _^^)_^..., 

die  in  <  U,  1^  konvergent,  aber  nicht  gleichmäBig  konvergent 
ist.  Daß  die  Reihe  nicht  gleichmäßig  konvergent  ist,  erkennt 
man  daraus,  daß  für  0  ^  .r  <  1 

ist.    Setzt   man  ./ ,  =  l .  so  wir«! 


«.(-.) -(i-,Tr ' 
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also  i 

lim  R^(xj  =  ^  , 

während    bei    gleichmäßiger    Konvergenz    lim  R„(ot\,)  =  0    sein 
müßte. 

Trotzdem  ist  bei  unserer  Reihe  die  gliedweise  Integration 
erlaubt.     Die  Summe    U(x)  der  Reihe  ist 

für  0  ^  X  <  1  gleich  1 ,     für  x  =  1   gleich  0 . 
Es  wird  also  i 

^U{x)dx  =  1 


ß 


1  1  i 

I  x"~^{\  —x)dx  =  I  x"-'^dx~  I  x^dx  =~ 


n-\-i 


Andererseits  ist 

'dx  =  —  — 
ö 
Die  gliedweise  integrierte  Reihe  lautet  also 

Ihre  w-te  Partialsumme  ist  1  —  - -.  -  und  hat  den  Grenzwert  1. 

1 

Die  Summe  der  Reihe  ist  also  wirklich  gleich    /  Udx . 

0 

5.  Konvergiert  u^{x)  -\-  u^{x)  +  M^ia;)  +  •  •  •  in  <(a,  &> 
gleichmäßig  und  ist  jedes  uj^)  an  der  Stelle  x^  in 
<^a,h/  stetig,  so  ist  auch  U{x)  =  u^(x) -{- uAx) -\- •  ■  ■  an 
der  Stelle  x^  stetig. 

Wir  müssen  zeigen,  daß  aus  lim  x^^  =  Xq  (alle  x^^  Zahlen 
aus  <a,  hy)  immer  folgt  lim  ?7(a;„)  =  Ü{xq). 

Wir  wählen  v  so,  daß  in  dem  ganzen  Intervall  (ci,  by 
I  -^v(^)  I  "^^  4'^  is^-  Setzen  wir  ii^ix)  +  •  •  •  +  w,  _i(^')  =  ■>\._i(^) 
so  ist  s^._i(x)  als  Summe  von  v  —  1  stetigen  Funktionen  an 
der  Stelle  Xq  stetig.  Fast  alle  5,._j(a^',j  werden  sich  also  von 
^v-i(^o)  ^^  weniger  als  -le  unterscheiden.     Da 

U(xj  -  U(x^)  =  s,._,{xj  -  s„_i(.ro)  4-  R.i^-n'  -  -K./.'^o) 
ist,  so  wird  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

'  U(x„)  -  U{x^)  1  <  8 
sein.     Das  bedeutet  aber  lim  U(x^^)  =  U{Xq). 
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Konvergiert  u^ix)  +  U2(x)  -\-  u^{x)  -\-  ■  ■  •  in  (a,  &)>  gleich- 
mäßig und  ist  jedes  »„(.r)  in  (_a,  b)  stetig,  so  ist  auch 
U(x)  =  Wi(ic)  +  iL^^x)  -\-  •  ■  •  in  <«,  hy  stetig. 

In  einem  speziellen  Fall  läßt  sich  dieser  Satz  umkehren. 
Es  gilt  nämlich  folgendes: 

6.  Eine  in  ^a,  h}  konvergente  Reihe  von  stetigen 
niroends  negativen  Funktionen  hat  dann  und  nur  dann 
eine  stetige  Summe,  wenn  sie  gleichmäßig  kon- 
vergiert. 

Wir  brauchen  nur  die  Notwendigkeit  der  hier  angetjebenen 
Bedingung  zu  beweisen. 

Ist  U{jc)  stetig,  so  sind  wegen  der  Stetigkeit  der  w„(.>f) 
auch  alle  Ii„(x)  stetig.  Jedes  R„(x)  hat  einen  größten  Wert 
^'z,*^«)?  ^^^  ^^  i**^  offenbar 

weil  j;„(£J^  J?„(i,+i)^^„  +  ia  +  i)-_  Außerdem  ist  li,Xlj^^. 

Was  Avir  zu  zeigen  haben  ist  lim  jR„(|„)  =  0. 

In  Hl,  lo?  ^3>  ••  •  gibt  es  eine  konvergente  Teilfblge.  Fassen 
wir  in  ii^{x)-\-u^[x]-\- u^(x)-\ in  geeigneter  Weise  benach- 
barte Glieder  zusammen,  so  können  wir  den  Fall  herbeiführen, 
daß  ^1,  I2,  1;;,  .  .  .  selbst  konvergent  ist.  Es  sei  lim|,^=£. 
Daim  hat  man  wegen  der  Stetigkeit  von    l^{x) 

lim  Ji',(|„)  =  i?,,(t). 
Da  für  n  >  v 

ist.  so  folgt 

lim  7.',iy  =  /iV^)^lim  /?jU- 

Dies    gilt    für  j' =  1,2,.'»,...  Da    aber    It\\l),    wenn    i>    die 

Folge    1,2,3,...    durchläuft,  nach    Null    konvergiert,    so    ist 
auch  limi2„(y  =  0. 

7.  Wenn  es  möglich  ist.  die  Konstanten  .1,,  A^, 
Jg,  ...  so  zu  wählen,  daß  .1,  -f  J«  +  J;, -f  •  •  konver- 
gent ist  und  daß  in  dem  ganzen  Intervall  •  a .  h  >  die 
Ungleichungen 

Ui(x)   <  ^1,    \u^{x)   <  A,,     u^{x)   <  As,    .  .  • 
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gelten,  so  ist  die  Reihe 

%(a;)|  +  i  «2(^)1  +  %(^)l  +  •  ■  • 
in  <^a,  hy  gleichmäßig  konvergent. 

Daß  die  Reihe  konvergent  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Um 
die  Gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  einzusehen,  bemerke  man,  daß 

>n(^\   +   i**«  +  l(-^>l   +  ••••<  A.  +  A  +  1   -F  •  ■   • 

ist.  Daraus  folgt,  wie  man  auch  die  Folge  x^^,  x^,  x.^,  .  .  .  in 
(a,  h}  wählen  mag, 

lim{  [«„(^J   +  K^^ixj   4-  •  •  •}  =  0. 

Wenn  ^t(i{x)\  -{-  j^oC^')!  +  •  '  "  "^  K."^,  V)  gleichmäßig  kon- 
vergiert, so  gilt  dasselbe  von  a^^ix)  +  i(,-,(p:)  +  •  •  •  .  Denn 
man  hat 

W»(^)  +  «»+i(^)  +  •••!.<  I««(^)i  +  l«„+i(^)l  H —  • 

Anwendung,  a^  -\-  a^x  -\-  a^x-  +  ■  ■  ■  sei  eine  Potenzreihe, 
deren  Konvergenzradius  q  nicht  null  ist.  Liegt  das  Inter- 
vall <^a.  &/  in  (—  Q,  q),  so  ist  |ao|  +  I^i-^j  +  \(i^x^^\  +  ■  •  •  in 
(a.  hy  gleichmäßig  konvergent.  Wir  können  nämlich  in 
( — Q,  q)  ein  Intervall  (—>',  'O  so  wählen,  daß  <[a ,  h}  in  ^—  r,  ry 
liegt.     Dann  ist  in  dem  ganzen  Intervall  (a.h/ 

W>,^"\  <  \a„\r". 

Da  1  «0 !  +  /*i  1^'  +  1^2!'"'  +  ■  ■  •  konvergent  ist.  so  konvergiert 
«0  +  \aix\  +  a,-^'^!  +  •  ■  •  iii  ^«;  ^)  gleichmäßig,  mithin  auch] 
ÜQ  -\-  a^x  -{-  a.^x-  +  •  •  • . 

Setzt  man  also  im  Innern  des  Konvergenzintervalls 

f{x)  =  ÜQ  ^  a^x  +  a.^x-  +  •  •  • , 


so  ist 


X 

ß 


f(x)dx  =  „,x  -f  "'f  +  "^ 


0 

Die  Reihe 


-!-  ^üoX  -\-  2>cuxr  -)- 


'-'1  I         -Vf.,^         I         VlVg. 

hat  denselben  Konvergenzradius  wie  a^  -{-  a^x  -r  a^x^  -f 
Setzen  wir  im  Innern  des  Konvergenzintervalls 

ff{x)  =  ttj  +  'lac^x  -f-  ^a^xr  -)-■••, 
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so  ist 

(p{x)dx  =  a^x  +  a^a"^  +  «g.r^  -f  •  •  •  =  f[x)  —  «„. 

0 

Da  (p{x)  im  Innern  des  Konvergenzintervalls  stetig  ist, 
so  folgt  hieraus  f  {x)  =  (p(x),  d.  h.. 

t'{x)  =  «j  +  2a.2X  +  Srtgic-  +  •  •  • . 

Dieses  Resultat  ist  uns  schon  bekannt. 

8.  «j^  -)-  a,  4-  «3  +  •  •  •  sei  eine  konvergente  Reihe 
und  f{x)  sei  eine  Funktion,  die  für  x' I^  (>  absteigend 
ist,  aber  nie  negativ  wird.     Dann  ist 

aj'{x)  +  a.yf{2x)  +  a.J\'^x)  H 

für  x^O  gleichmäßig  konvergent. 
Da  nach  Voraussetzung 

f{x)>f{2x)>f{3x)^... 

und  f{px)  ^  0  ist,  so  können  wir  auf 

a,,  +  i/"((^  +  1)^)  + h  «,  ^pt\i^'  +  P)x) 

den  Abelschen  Hilfssatz  anwenden  und  sehließen,  daß  bei 
unserer  Reihe  ^) 

ist,  d.  h. 

Bei  passender  Wahl  von  v  unterscheiden  sieh  ö, ,  6,^^, 
^v+ij  ' ' '  ^on  a  um  weniger  als  f/2,  also  voneinander  um  weniger 
als  f. 

Es  wird  dann  für  ^)  =  1,  2,  .'),  •  •  • 

«.+.-^..  <m^- 

In  der  Folge  s^,  s.,,  s.,,,  •  ■  ■  gibt  es  also  ein  Glied  s^,  von  dem 
sich  fast  alle  Glieder  um  weniger  als  £/"(0)  unterscheiden.  Be- 
denkt man,  daß  e  eine  l)eliebig  gewählte  positive  Zahl   ist.  so 

1)  Die  H-te  Partialsumme  in  ayf{x)  -\-  aff(2x)  +  •  •  •  bezeichnen  wir 
mit  s„,  die  «-te  Partialsumme  in  Oj  +'"«+• "  ™^^  ''«•  Endlich  setzen 
wir  Ol  +«•  +  •••  =  ö . 
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erkennt  man,  daß  das  Cauchysche  Kriterium  (§2Ti  erfüllt 
ist,  und  daß  lim  s^  existiert.  Damit  ist  die  Konvergenz  von 
a^fix)  +  a^f{2c)  +  •  •  •  bewiesen. 

Aus  der  obigen  Ungleichung  folgt  aber,  wenn  man  p  die 
Folge  1.  2,  3,  •  •  •  durchlaufen  läßt, 

!A.-m(^)  <m^- 

In  der  ganzen  Betrachtung  darf  v  durch  jede  größere  Zahl 
ersetzt  werden.     Es  ist  also  auch 

usw.  Fast  alle  Reste  haben  demnach  die  Eigenschaft  für 
x^O  ihrem  Betrage  nach  kleiner  oder  gleich  f{0)£  zu  sein. 
Dies  bedeutet  aber,  daß  aj{x)  +  a^f{2x)  +  . .  •  für  x  ^  0  gleich- 
mäßig konvergiert. 

Fdr)  sei  für  x^O  monoton  und  außerdem  beschränkt, 
d.  h.  es  lasse  sich  Ä  so  wählen,  daß  alle  Funktionswerte  dem 
Intervall  <^F(0),  Äy  angehören.     Dann  ist  oifenbar 

/W        F(0)-A 

für  x^O  abnehmend  und  nie  negativ.  aj\x)  -f  a^fißx)  +  .'. . 
ist  also  für  x^O  gleichmäßig  konvergent.  Diese  Eigenschaft 
bleibt  bestehen,  wenn  wir  die  Reihe  mit  der  Konstauten  F(0)  —  Ä 
multiplizieren  und  dann  Ä[a^  +  0^2  +  '  ' '  ^^^  i^^^"  addieren.  Also 
ist  auch  die  Reihe 

a^F(x)  +  «2^(2»;)  +  asF{3x)  -i 

für  x^O  gleichmäßig  konvergent. 
Beispiele.     1.  Die  Funktion 

cp{x)=[--) 

hat,  wenn  wir  ^(0)  =  1  festsetzen,  überaU.  eine  Al)leitung  und 
g>'(x)  ist  durchweg  stetig. 
Für  x^O  ist  nämlich 

,  /   N        t^  sin  r     X  cos  x  —  sin  x 

Für  a;  =  0  lautet  der  Differenzenquotient 
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(— )   -  1  .   .  . 

\  X   )  sm*  X  —  a-  1 

x        ~       1?        —  —  y^+  ■  •  •> 
so  daß 

tp'iO)  =  0 
wird. 

Daß  (p'{x)  für  X'  ^  0  stetig  ist,  sieht  man  dem  Ausdruck 

von  9t'(x)  an.    Die  Stetigkeit  an  der  Stelle  x  =  0  folgt  daraus, 

daß        '    bei  nach  Null  konvergierendem  x   den  Grenzwert  1, 

(xcosx' —  sina'):   X'  dagegen  den  Grenzwert  Null  hat.     Es  ist 

nämlich 

X  C03  X  —  sin  a;  1 

P =  -   3  -^^  +  ■  •  • 

Nun  hat  mau 

X 

cp{x)  =  q)  1  <.)  \  -\-  j  (p  [x)  (Ix 

0 

und 

f  q)'(x) (Ix  =  1  /  {  q>'(x^  +  9^'(^) }  ^^^  —  i  /  { ' <p'^^) \  —  (f'^x) )  dx. 

0*  0*  0^ 

Jedes   der   beiden  Integrale  rechts  ist  für  ./:  ^  U  aufsteigend 
und  nie  nejjativ.     Sie  sind  außerdem  nicht  größer  als 

X 

f   (f'ix)  (Ix. 

(I 

Gelingt  es  zu  zeigen,  daß  diese  Funktion  beschränkt  ist, 

so  sind  auch  jene  beiden  Integrale  beschränkt. 

Schreibt  man 

,,   V         '2  sin  ./■  cos  ./  2  sin-./ 

<f  (■*■)  =        ,r-        ~      .,••'     ' 
so  erkennt  man.  daß  für  x  ^  1 

i;st.     Daraus  folgt 

j  .r 
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und  ^  \ 

l\(p'{x)\dx  <4:  -\-  f  q^'ix)  dx.  (^^  ^  0) 

6  0 

(p{x)  ist  somit  die  Summe  von  zwei  Funktionen,  nämlich 

X 

Fix)  =  (p{(d)  +  i^f*{|9'(^)l  +  ^>'{x)\dx 

0 

und 

G{x)  =  —  -2-  /  { I  ^'(x)  —  (p'(x) }  dx, 

0 

die  für  x^O  monoton  und  beschränkt  sind. 
Da  nun 

sowohl  a^F{x)-\-a2F(2x)-\ —  als  auch  a^G(x) -\- a.2G{'2x)  ^ — 

für  x^O  gleichmäßig  konvergiert,  so  gilt  dasselbe  von 

a,  { Fix)  +  Gix) }  +  «2 { ^(2^)  ^Gi2x)}  -{-■-■. 

Wir  haben  hiermit  folgenden  Satz  bewiesen,  der  nns  später 
von  Nutzen  sein  wird. 

Wenn   a^ -f- %  +  «3  +  •  •  •  konvergent   ist,   so  konver- 
giert die  Keihe 

/sin.r\2,  /sin2a;\2,  /sin3./\2, 

für  alle   Werte  von  x  gleichmäßig^). 

(siii  )i  'y\^ 
'  ]    an  der  Stelle  x  =  0  stetig  ist,  wenn  wir  für 

X  ==  0  den  Funktionswert  gleich  1  setzen,  so  können  wir  aus 
der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  Reihe  schließen,  daß  für 
nach  Null  konvergierendes  x 

=  «1  +  «2  +  «3  H 

wird. 

2.    Wenn  a^  +  «2  +  ^3  +  '  "  '  konvergent   ist,   so    kon- 
vergiert 


(sin  x\  2 
I    ist  eine  gerade  Funktion.     Daher  ist  die  Reihe  sowohl 

für  x^O  als  auch  für  x'^0  gleichmäßig  konvergent. 
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aj  +  aJ--\-  a..i^ -{-  ■  •  ■ 
in  <(0,  1)>  gleichmäßig. 

Es  genügt  zu  zeigen,  daß  die  Reihe  für  0  <  ^  ^  1  gleich- 
mäßig konvergent  ist;  deim  für  f  =  0  sind  alle  Reste  gleich  Null. 

Setzen  wir  unter  der  Annahme  0  <  f  <  1 

^  =  e~%      also  ^  =  log— , 

so  ist  x^O. 

Unsere  Reihe  lautet  jetzt 

a^e'-'-f-  «2^"^"^+  «36"^"^+  •  •  •, 
d.h. 

^'a/"(-^^'  +  ^'2/"(2:r)  +  «3/'(3a;)  H , 

wobei 

f{x)  =  e-^ 

ist.  Diese  Funktion  ist  aber  für  x  ^  0  absteigend  und  nie 
negativ. 

Daher  ist  die  Reihe  a-^e'-"' -\- a.^e~'^^ -\ für  ./•  ^  0  gleich- 
mäßig konvergent  und  die  Reihe  aJ,-\-a.2t--\----  für  0<^<1, 
also  auch  in  dem  Intervall  <(0,  V}. 

Wenn  eine  Potenzreihe 

für  X  =  Xq  konvergiert  (a^o^O),  so  konvergiert  sie  in 
(OyX^  gleichmäßig  (Satz  von  Abel). 

Man  setze  ./;  =  tx^.     Dann  lautet  die  Potenzreihe 

«0+  'h^Q^  +  <'-2^'oi^-\ • 

Aus    der   Konvergenz    von    ü^^-\- a^x^-^- a^x^- -{- ■  •  ■   folgt    nach 
dem    Obigen    die    gleichmäßige    Konvergenz    von    a„+^'i-^'o'  + 
-f  a^x^^  +  •  ■  •  für  0  <  ^  <  1,  d.  li.  die   gleichmäßige  Konver- 
genz von  f/Q-f  a^x  +  a^x^ -\-  •  '  •  in-  <U,  .Iq). 
Die  Reihe 

1  2~  "■"  "3  ■  ■  ' 

konvertiert  für  ./■  =  1.  Sie  konvergiert  \\\s^^  in  <<».  W  «/loich- 
mäßig.     Nun  hat  man  für     rj  <  1 
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Läßt  mau  x  nach  1  konvergieren,   so   hat  die  linke  Seite  den 
Grenzwert    log  2,     die     rechte     ^vgl-    Xr.    h)    den     Grenzwert 

1  — T-  +  ^  —  •  •  •  •    Es  ist  also 

log2=.l-|+l-.... 

§173.  Trigonometrische  Reihen.  Unter  einer  trigono- 
metrischen^) Reihe  versteht  man  eine  Reihe  von  der  Form 

—  «0  +  («1  cos  X  -f  1\  sin  X )  +  ia^  cos  2^  -|-  })^  sin  2a; )  +  •  •  •  • 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Reihe  für  alle  Werte  von  x 
konvergiert,  und  ihre  Summe  mit   ^{x)  bezeichnen. 

Schon  Euler  hat  erkannt,  in  welchem  Zusammenhang 
die  Koeffizienten  «,&  mit  der  Funktion  TJkoc)  stehen. 
Er  folgert  aus 

TJ{x)  =  Y «0  +  ( «1  cos X  ■\-  h^'sm x)  ■\-  •  '  ' 

71  n  7t 

1  U(x) dx  =  ^Tö^o  -f  ^{ai  cos nx  dx  -\-h„  j sin nx dx] . 

—  n  —7t  —7t 

Da 

71  7t 

I  cos  nx  dx  =  i- —)  =  0  und    /  sin  iix  dx  =  —  ( ^j  =  0 

—  7t  '  -  71 

ist,  so  liefert  die  obige  Gleichung 

7t 

«0=  -  /  V\x)dx. 

—  71 

Um  (1^^  und  h^  \p  =  1.  2,  o,  .  .  .i  zu  bestimmen,  multipli- 
ziert er  die  Reihe  mit  cos^^.r  bzw.  sinj)x  und  integriert  wieder 
von  —  TT  bis  TT.     Dadurch  ergibt  sich 

7t  71 

f  U{x)  Gospxdx  =  ^ao  \cGs,pxdx  + 

-7t  —7t 

7t  7t 

-f-  ^  (a-„  /  cos  nx  cospx  dx  +  6„  /  sin  nx  cospx  dx) 


1)  cos.r,  sinic,  tgx,  cot  .t  nennt  man  trigonometrische  Funk- 
ti  onen. 
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und 

71  n 

j  ü(x)  sinpx  dx  =  ^a^  j  sin  jjx  dx  + 

—  Tt  —n 

n  n 

+  2\^,,  f  COS  nx  sinpx  dx  -\-h^  j  sin  )t  x  ^'mpx  dx ) 

-  n  -n 

Nun  hat  man 

2cosi2a;  cospa;  =  cos(w  -\- p)^  +  cos(w  —  i^)^, 
2smMa;  sinj^iP  =  cos  [n  —  p)x  —  cos  Cw  -\-  p)x, 
2aosnx  smpx  =  sin  (w  -\-  p)x  —  sin(«  —  i))x. 
2 sin  wo;  cos^a;  =  sin(w  +  p)x  -{-  sin  [n  —  p)x,    • 

Daraus  folgt  im  Falle  n  ^  p 

n 

2ßosnx  cos pxdx  =  (""|^^^-^)V  ("'^^- )"=  0, 

—  rt 

o   r  ■              •           j           /sin  (n  —  p) xX""       /sin  {n -{- p)  x\"      ^ 
2  1  sin  wic  sm«a:a:r  =  ( — ^ —-]  —    —    ,     -—    =0, 

—  n 

n 

2  Tcos^zrr  sin^^x^.'  =  -  (--±^-±Pl^\\  /cos^(« -JPL-)''=  o, 
J  ^  \       ri-\-p       }_„    \       n—p      )_„ 

—  n 

n 

2  Ain«^  cospxdx  =  -  (^-^\^\pi<-  («os(^L-^)<=  „. 
J  ^  \      n+p      )_„    \      n-p      L„ 

-n 

Im  Falle  n  =  p  findet  man 

2  /  coapx  cos  pxdx  =  T^"^  ^'^j   +  2^-  =  2nr, 
-  -f 

2  /  sin|)a;  sin^)a;rfa:  =  2.t  —  r^*^.  ^-  ]  =  2-t, 

— /r  ~ 

^    r  .  -  /cos  SbxX"      ,. 

2  /  cos/ja;  smparria;  =  —  (  -2^/  ^ 
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Hiernach  sind  in  der  ersten  Keilie  alle  Glieder  null  bis 
auf  na  ,  in  der  zweiten  Reihe  alle  bis  auf  Tth^,  und  man 
hat  also 

TT  7t 

ctp^      f  ^{^)  cospxdXj    ^p^  —  f  t^(^)  s'mpxdx. 

—  7t  —n 

Setzt  man  in  der  Formel  für  «^  statt  p  Null  ein,  so  erhält 
man    die   Formel   für   a^.      Diese    einfache   Beziehung   besteht 

nur,  weil  wir  den  ersten  Koeffizienten  der  Reihe  mit  —  «q  be- 
zeichnet haben. 

Gegen  das  Euler  sehe  Verfahren  ist  einzuwenden,  daß  es 
skrupellos  von  der  gliedweisen  Integration  Gebrauch  macht. 
Wenn  die  betrachtete  Reihe  in  <( —  jt,  rr/  gleichmäßig  kon- 
vergent ist,  so  ist  das  Verfahren  vollkommen  korrekt.  Dieser 
Fall  tritt  z.  B.  ein,  Avenu  die  Reihe 

konvergent  ist.     Dann  hat  man  nämlich  für  jedes  x 

I a„  cosmä;  -j-  &„  sin wa;  ^  | a^  -\-  h^ | 

und    kann    auf    Grund    von    Xr.  7    in   §  172    auf    die    gleich- 
mäßisje  Konvergenz  schließen. 

§  174.     Fouriersche   Reihen.      Wir    nehmen    an,    daß 

f[x)  in  <"—  n:,  :t/  iutegrierbar  ist.     Die  Zahlen 

71 

a^=  —  /  f(x)  Gospxdx       (p  =  0,  1,  2,  .  .  .) 


und 


71 

hp  =  ^  J  f{x)  sinpxdx       (p  =  1,  2,  3,  •  •  •) 


nennen  wir  die  Fourierschen  Konstanten  von  f(x)  und  die 
trigonometrische  Reihe 

.>  ^0  +  ('''1  t'os^  +  h  sina;)  +  T«,  cos2a:  +  &,  sin2a;)  -}-■••, 

deren    Koeffizienten    die    Fourierschen    Konstanten    von   f(x) 
sind,  die  Fouriersche  Reihe  von  /'{x). 

Kowalewaki,  Differential-  und  Integral-Bfchnung.  18 
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Das  Ergebnis  des  §  173  läßt  sich  dann  so  ausdrücken: 
Wenn  eine  trigonometrische  Reihe  in  <( — %,%}  gleich- 
mäßig konvergiert,  so  ist  sie  die  Fouriersche  Reihe 
ihrer  Summe. 

§  175.   Die  Partialsummen  der  Fourierschen  Reihe. 

Setzt  man  für  a    und  h    ihre  Integralausdrücke 

n  n 

ttp=  —  f  /('<)  cospu du ,     i'p'^  ~  1  f{u)  9,mp^idu 

—  n  —  n 

ein,  so  wird 

n 

a  cospx  -j-  h  s'mpx  =       1  f{u){cospu  cospx  -\-  smpusmpx)du 

—  n 

n 

=       j  f{ii)  0.0^ p{u  —  x)du 

—  n 

und  die  Fouriersche  Reihe  lautet 

n  n 

LJ  t\u)du  -f  ^  J  f{u)  cos(h  -  x)du 


2: 

—  n 


n 

-f       j  f(u)co82(u  — x)du -\ 


Wir  wissen,  daß  die  Integrale  sich  nicht  ändern,  wenn 
wir  f{x)  an  der  Stelle  x  =  n  den  Wert  f(—  3r)  beilegen.  Nach- 
dem dies  geschehen  ist,  können  wir  durch  die  Forderung,  daß 

immer 

f{x+27r)=f\x) 

sein  soll,  die  Definition  von  /'(./j  auf  alle  Werte  von  x  aus- 
dehnen. Geometrisch  kommt  dies  darauf  hinaus,  daß  wir  die 
Bildkurve  y  =  f{x),  —  7t  <  x  <.  tt,  fortgesetzt  nach  links  und 
nach  rechts  parallel  zur  .r-Achse  um  27t  verschieben. 

f(x)  ist  also  jetzt  für  alle  Werte  von  .r  definiert  und  hat 
die  Periode  2.t.  Da  wir  f{x)  in  <—  tc,  n)  integrierbar  an- 
nabmen,  ist  das  neue  fix)  in  jedem  Intervall  integrierbar. 
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Bemerkung.     Wenn  eine  Funktion  (p(^ii)  in  jedem  Inter- 
vall integrierbar  ist  und  die  Periode  2;r  besitzt,  so  ist 


I  q)(a  -\-  u)du  =  \  (p{u)du, 


wie   man   auch   die   Zahl   a   wählen   mag.      Man    hat   nämlich, 
wenn  a  -\-  u  =  v  gesetzt  wird, 

71  a  +  7f  a  +  71 

I  (p{a  +  u)du  =  j  cp(v)dv  =  j  (p(u)du. 

—  7t  a  —  7t  a-'^-Tt 

Das  letzte  Integral  ist  aber  gleich 

71  71  a+  7t 

I  (p{u)d'i(  +  j  cp(u)du  +  j  (p(ii)du. 

a  —  7t  ~  7t  7t 

Es  kommt  also  darauf  au  zu  zeigen,  daß 

a  —  7t  a-\-  71 

j  (p  (ti)  du  =  f  (p{u)du 

—  7t  n 

ist.      Das    gelingt    aber    sofort    mittelst    der    Transformation 

V  =  U  -\-  27t. 

Auf  Grund  obiger  Bemerkung  können  wir  nun  die  Fourier- 
sche  Reihe  so  schreiben: 

7t  7t 

—  j  f{x  +  u)du  -\ /  fix  -f  u)  cos  u  du 

—  TT 

Die  p-te  Partialsumme  lautet 

7t 

Sp{x)=      j  l-^-\- cosu-\- cos2u-\ \-cos(2)~l)u\f\x-{-ti)du. 

Tt 

Nach  §  165  ist  aber^) 

1  ,               ,          ,.       ,           ,           ,          ^.          cos(p  —  l)u  —  C08  pu 
-^  -f-  cos?(  +  cosztt  +  ■  •  •  +  cosf»  —  l)U  = ~T r— ^—  - 

2  '  '  '  ^  ^  ^  2(1  —  cos  tt) 


1)  Für  u  =  0  müssen  wir  die  rechte  Seite  gleich  p —  setzen. 

18* 
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Also  wird 


71 

Sfx)  =  ^  ff(x  +  u)  -oHp-ln.-cospu  ^^^^  _  ^ 

P^  -^        27t  J  '  ^  ^  1  —  cos«  ^-^  >    ;    >       . 

—  n 

Wir  wollen  hier  gleich  bemerken,  daß  aus 

n 

5i  (x)  =  TT-  I  fX'X  +  ii) du, 

^^   ■'        2  7t  J  '  ^       '       ''  1  —  cos  ?<         ' 

—  n 

n 
/    \  1       /   /•'         ,         \   cos«  —  0082«    , 

^2(^)  ==  2^J  A^  +  ^0       i__cos.       ^*'' 


71 

,  1       /*/.  ,         N   cos  I  p —  1)m  —  COBO«    , 

^  ^  ^        2  jr^  '  ^      '      ''  1  —  cos  u 

—  n 

folgt 

n 
^  p  2npJ'^      '      '^    1  —  cosM 

—  rt 

§  176.  Foiiriersche  Reihe  einer  Funktion  von  be- 
schränkter Variation.  Die  ]'i)rniel  für  s^j'  i  lüBt  sieh  nach 
§  16Ö  aucli   so  schreiben: 


/  «in  Ip-     )  « 

^.W  =  ÄJA-  +  '0    ^1^^ 


sm  — 


Benutzt  man  die  /erlegung 


/-/    +/ 


-  .1       -  n         II 


und  führt  in  dem   ersten  Integral   r  =  — -  u^  in  dem  zweiten 

V  = -^  u  als  ueue  Veränderliche  ein,  so  ergibt  sich: 
1 

sJx)=        I      '  ilV. 
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Das  ist  ein  Integral,  wie  wir  es  in  §  166  betrachtet  haben. 

Aus  den  damals  erhaltenen  Resultaten  können  wir  folgendes 
entnehmen. 

Wenn  die  in  <' — -Ji,  :i;  integrierbare  Funktion  f{u) 
sowohl  links  als  auch  rechts  von  der  Stelle  u  =  x  von 
beschränkter  Variation  ist^),  so  existiert  lim.?  (rc),  d.h. 
die  Fouriersche  Reihe  ist  an  der  Stelle  x  konvergent. 
Ihre  Summe  ist  gleich 

fix  -  0)  +  f(x  +  Oj 
2  ' 

wenn  wir  die  Grenzwerte  von  f{x  —  /«)  und  f{x  +  Ä)  für  nach 
Xull  konvergierendes  positives  li  mit  fix  —  Ol  bzw.  fix  +  0) 
bezeichnen. 

Wenn  fix)  in  (—  n,  %}  von  beschränkter  Variation 
ist,   so  konvergiert   die  Fouriersche  Reihe^)   für  jeden 

Wert  von  x  and  hat  die  Summe  --{fix  —  0) -\- fix -\-0)\ . 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  eine  Bemerkung  über  Funk- 
tionen von   beschränkter  Variation  einfügen. 

Wenn  fix)  rechts  von  a  und  links  von  h  (a  <  6) 
und  rechts  und  links  von  jeder  Stelle  ./;  zwischen  a 
und  h  von  beschränkter  Variation  ist,^j  so  ist  fix)  in 
(a,  hy  von  beschränkter  Variation. 

Wäre  fix)  in  <'.a,  h)  nicht  von  beschränkter  Variation, 
so  würde   dasselbe  in  mindestens  einem   der  beiden  Intervalle 

\a, — - — ),  (— ^ — ,  0)  gelten,  etwa  in  <a^,  h^},  ebenso  in  einer 

Hälfte  <^a.2,  h^  von  <^a^,  \}  usw.  Ist  Xq  der  gemeinsame 
Grenzwert  von  a^^  und  h„,  so  würde  fix)  entweder  rechts  oder 
links  von  Xq  nicht  von  beschränkter  Variation  sein. 

Ij  Dann  sind  nämlich  f{x — 2v;,  f{x-\-2v)  rechts  von  v  =  0  von 
beschränkter  Variation,  also  auch  {f{x  —  2u)  -f  fix  -{-  2«; ) .  Im  Falle 
X  =  +  TT  denke  man  an  f{u  -f  2  jr)  =  f(u). 

2)  Die  Fourierschen  Konstanten  existieren,  weil  f{x)  nach  §  154 
in  / — Ä,  3r)>  integrierbar  ist. 

3)  Wenn  man  feststellen  soll,  ob  fxj  rechts  oder  links  von  der 
Stelle  Xf,  von  beschränkter  Variation  ist,  so  darf  man  vorher  /"'arj  durch 
irgend  einen  andern  Wert  ersetzen. 
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§  177.  Satz  von  Lipschitz.  Das  Resultat  in  §  176 
rührt  im  wesentlichen  von  Dirichlet  her  (1829).  Lipschitz 
hat  (wenn  auch  nicht  in  dieser  Allgemeinheit)  folgenden  Satz 
aufgestellt,  der  sich  mit  Hilfe  von  §  168  beweisen  läßt. 

Wenn  es  eine  positive  Zahl  h  gibt  derart,  daß  die 
beiden  E'unktionen 

^(v)^'-^^-i ,    i>(y)=='^ -f -  -  -       ii.>0) 

V  V 

bei    passender    Wahl     der    Konstanten    A    und    B    be- 
schränkt sind,   so  konvergiert  die   Fouriersche   Reihe 
an  der  Stelle  x  und  hat  die  Summe       {A  -\-  B^S) 
Offenbar  ist 

A  =  f{x^-0),     B  =  f(x-0). 

Die  Fouriersche  Reihe  konvergiert  z.  B.  an  jeder 
Stelle  X,  wo  die  Ableitung  f'{jo)  existiert  (vgl.  §  168) 
und   ihre  Summe  i.st  dann  gleich  f(x)}) 

§  178.  Eindeutigkeitssatz.  Wenn  zwei  trigono- 
metrische Reihen  überall  konvergieren  und  dieselbe 
Summe  haben,  so  sind  sie  identisch. 

Oder  anders  ausgedrückt: 

Wenn  für  jeden  Wert  von  ,/' 

-  «0  +  («j  cos.r  +  hl  üwx)  -\-  (n^  cos2.r  +  K  sin2./  t  -j-  ■  •  •  =  U 

ist,  so  sind  alle  «„  und  alle  />„  gleich  Null. 

Xq  sei  eine  beliebige  Zahl.    Da  man  wegen  der  Konvergenz 

lim(a^  cosnxQ  +  />„  sin>?.ro)  =  0 
hat,  ist  die  Folge 

--  «0,  «1  cos^Tq  +  I'i  sina'o,     «,  cos2.ro  -\-  h^  sin2a:o,  •  •  •. 

deren  Glieder  wir  der  Reihe  nach  mit  .l^,,  A^,  Ao,  ■  ■  .  be- 
zeichnen wollen,  sicher  beschränkt.  Es  gibt  also  eine  Zalil  A. 
so  daß  für  »  =  0,  1,  2,  .  .  .  .1^  <  .1  ist. 

1)  VorauBgesetzt  wird  natürlich,  daß  fix)  in  <'  — »,  «^  integrier- 
bar ist.     Im  Falle  x  =  ^  tt  denke  man  an  /(m  -\-  ^n)  =  f{u\ 
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Xuu  ergibt  sich  aus 

0  =  2  «0  +  { ^1  cos  {Xq  -\-  x)  ^  \  siii(.ro  4-  x)  ] 

+  [  %  cos2(a;o  -f-  x)  -\-  h^  sm2{xQ  +  a;) }  +  •  •  • 
und 

0  =  o  *o  +  { ^1  cos(ä'q  —  ic)  +  i!*!  sin(5:(,  —  x)  ] 

+  { a.2  c,o^2{xq  —  x)  -\-  h.y  sm2(xQ—  x)  ]-{-•■  ■ 
durch  Addition 

0  =  Äq-'t  Äi  cosii;  +  ^2  cos 2a;  +  •  •  •  • 
Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  x.      Wir  wissen  aber 
jetzt,    daß    alle   Koeffizienten    A^^  ihi-etn   Betrage   nach   kleiner 
als  A  sind. 

Die  Reihe 

A^x-        Aj^  cosic        A.J  cos2.T        A^  cosSx 

ist  in  jedem  Intervall  gleichmäßig  konvergent  (vgl.  §  172),  weil 

A  cosnx  4 

ist  und 

12  r  2ä  1-  32  ^ 

konvergiert.^)      Ihre    Summe    cpix)  ist    also    durchweg    stetig, 

weil  die  Glieder  stetig  sind. 
Da  nun 

cos  n{x  -{-  2h)  +  cos  u(x  —  2h)  —  2  cos  nx 
=  2 (cos  2nJi  —  1)  cos  7ix  =  —  4  sin- nh  cos  ;?.?• 

ist,  so  findet  man  für  h^O 

q>{x-\-  2h)  +  q>ix  -  270  -  2qp(x)  j       ,      j    ,,,  ^/^1^\'    • 

—  ^^.  =  ^0  +  A  COS  x[—fr') 

'  sin  2  h 


.  -,     /sin2/j\- 

-{-.4,  cos  22- (2^-;  + 


1)  Da  die  Reihe^  +  ,'3  +  --,  d.  h.  (i_  ^-)  +  (1-1)+.., 

konvergiert  und     ,  <C  / tt—  ist,  so  konvergiert  auch  7^  +  v»  +  • ' '. 

also  auch  —  -f  —  -f  ^,  -j . 
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Da  A^  COS  X  -^  A^  cos  2x  -\-  ■  ■  ■  konvergent  ist,  so  können  wir 
hier  den  Satz  aus  §  172,  Nr.  8,  anwenden  und  schließen,  daß 
für  nach  Null  konvergierendes  h 

, .       (p{x-\-2h)-}-  cp{x  —  2h)  —  2  qp (sc) 

(2  h )  - 

=  Aq  -j-  A^  cos  X  +  A.y  cos  2x  -\-  ■  •  •  =  0 
ist. 

Auf  Grund  des  Schwarzsehen  Theorems  in  §  106  können 
wir  hieraus  folgern,  daß 

(p(x)  =  ux  -\-  ß 

ist  (a,  ß  Konstanten). 

Wir  haben  also 

An     c    ,  ,3        A.  COS  X    ,    ,1,  cos  2a;     ,    A^coeSx    , 

-^^  X- -]- ccx -{-  ß  =  ---^r~  +     --^~'     +  -^p—    +  •  •  ■  • 

Ersetzen  Avir  x  durch  —x,  so  bleibt  die  rechte  Seite  unge- 
ändert.     Es  muß  also  a  =  0  sein. 

Für  x  =  0  und  .^  =  2;r  hat    die    rechte    Seite    denselben 
Wert.     Es  muß  daher  Aq  =  0  sein,  so  daß  die  Gleichung 

r.  n    ,    -4i  cos  a;    ,     A^cos,2x    ,     ,1.,  cos  3  a;    , 

gilt.  Da  die  trigonometrische  Reihe  hier  gleichmäßig  konvergent 
ist,  gelten  für  die  Koeffizienten  die  Eulerschen  Formeln.  Die 
Koeffizienten  müssen  also,  weil  die  Summe  der  Reihe  gleich 
Null  ist,  alle  null  sein. 

Damit  haben   wir  gezeigt,  daß 

üq  =  0     und     <i^^  cos  hXq  +  6,,  sin  ux^^  =  0 

ist  (für  >/  =  1 ,  2,  3,  .  .  .).  Xq  sollte  aln-r  eine  beliebige  Zahl 
sein.     Es  ist  also  für  jeden  AVert  von  x 

a„  cos  nx  -\-  h^  sin  hx  =^  0  . 

Durch  Differentiation  ergibt  sich  hieraus 

—  o^^  sin  iix  +  b^^  c<»s  ux  =  0  . 

Man  hat  foltilich 
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rt„=  («;,  COS  nx  +  &„  sin  ^^r)  cos  nx 

—  (—  «„  sinnx  +  i„  cos  /?ä')  sin  nx  =  0 , 

^n  =  («„  cos  wa;  +  &,,  sin  nx)  sin  wa: 

+  (—  a„  sin  w^  +  &„  cos  «a;)  cos  wa"  =  0 . 

§  179.  Beispiele.    1.  f(x)  sei  in  <(—jr,  :jr)' folgendermaßen 
definiert : 

;^(-;r)=/-(0)  =  /t;r)  =  O, 

/•(a-)  =  —  c  (für  —  ;r  <  a^  <  0), 
f(^x)  =  +  c  (für  0<x<:t). 

Mittelst   der  Forderung  f{x  +  2  :nc)  =  f\x)  dehnen  wir   die  De- 
finition  auf   alle   Werte   von   x 

aus.    Die  Bildkurve  von  f(x)  ist  \  1  i  i  ] 

;  ■  I  ;  1  1 

in  Fig.  11  angedeutet.  '  '  '  !  ! 

°  ^  f f ^ f 4 — 

Nach  §  176  konvergiert  im         -)2^     -fc        q         ji        2,k 

vorliegenden  FaUe  die  Fouri er-       ;  ■ j  \ ] 

sehe  Reihe  und  ihre  Summe  ist  '  '  i  i 

Fig.  11. 

Überall  f\X). 

Wir  wollen  die  Fourierscheu  Konstanten  berechnen. 
Es  ergibt  sich 

0  n 

Tia  =  —  c  I  cos  pxdx  -\-  c  i  cos  pxdx  =  0 , 

—  rt  0 

0  n 

^bp=  —  c  1  sin  2)xdx  -\-  c  1  sin  pxdx 

—  n  0 

n 

=  2c  /  sinpxdx  =  —  'iA — ^^  j  • 

4c 
Für  gerades  p  wird  h^  =  0,  für  ungerades  p  dagegen  ;t&^  =  — , 

also  ?)^  =  —  • 

Die  Fouriersche   Reihe   lautet  also,   wenn  man  c  =  ■     an- 

'  4 

nimmt, 

sin  X        sin  3  a;         sin  5  a; 

1 1 !-•••• 
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Sie   konvergiert   für  jeden  Wert   von  x  und    stellt  die   in 
Fig.  11  veranschaulichte  Funktion   dar    [für  den  Fall  r  =  '  )  • 
Für  die  .r  =  -    finden  wir  die  Leibuizsche  Reihe 
"  =  1  -  ^  +  A  _  .  .  . 

wieder  (vgl.  §  122). 

2.   f(x)   habe     die  in    Fig.  12  angedeutete  Bildkurve.    Es 

sei  also 

/■(-^)=/'(0)=/(:r)  =  0 
"^       /2fi        und  in  (—  '7t,  %)  sei 
fix)  =  ex . 

Ferner  sei  f(x  -\-  '2tc)  =  f{x)  . 
*^'   "'  Auch    in    diesem   Falle   ist 

nach  §  176  die  Fouriersche  Reihe  überall  konvergent  und  ihre 
Summe  gleich  f{x). 

Was  die  Fourierschen  Konstanten  aubetriift,  so  ist 


■xa^  =  c  I  X  cos  pxdx ,      %hp  =  c  j  x  sin pxdx 


oder 


na  =  c  f  X  cos pxdx  -\-  c  f  x  cos  jja:f?.r  =  0. 

-n  0 

0  ;i  !t 

%hp  =  c  I  X  sin 2:>xdx  +  c  j  x  sinjixdx  =  2c  j  x  sin  pxdx . 


Nun  hat  man  aber 


n  n 

/*      .            7                (xcospxy  ,     1     /                 ,                n  cos p^ 
I  XB\n  pxdx  =  —\  +        I  cos  pxdx  = • 


Es  wird  also 


7  2f 

''>=   1 


"■'c  '*  c 


und  die  Fonrniersche  Reihe  lautet  für  c  =  .V 

sin  ic         sin2x         siu  3a' 

^  -2        "■"        3        ~  ■  '     ' 
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Sie  konvergiert  für  jeden  Wert  von  x  und  stellt  die  in  Fig.  12 

veranschaulichte  Funktion  dar  (für  den  Fall  c  =  V)-   ^  (—^■,  tc) 

ist  also 

X         sin  X  sin  2  x         sin  3  x 

^  1  2  3  •  •  •  • 

3.    Wir   wollen    zum    Schluß    die   Fouriersche    Reihe    von 
cos  lex  suchen.     Wir  setzen  also 

f{x)  =  cos  Ix ,  (—  ^  ^x  Kx) 

und  fordern  außerdem,  daß  f{x  -{-  2:x)  =  f(x)  sein  soll.  Aus 
§  176  f.  können  wir  entnehmen,  daß  die  Fouriersche  Reihe  überall 
konvergiert  und  die  Summe  f(x)  hat. 

Wir  wollen  den  trivialen  Fall,  daß  /■'  eine  ganze  Zahl  ist, 
ausschließen.     Dann  wird 

0  Tt 

^ap==  f  cos  Jix  cos pxdx  +  /  cos  l'x  cos pxdx 

—  n  0 

n 

=  2  /  cos  lix  COS  pxdx, 

0 

0  71 

:thjj  =  I  cos  kx  sin  jj.rrfa:  -|-  f  cos  ]iX  sin  pxdx  =  0. 

~7t  0 

Ferner  ist 

2  cos  Ix  cos px  =  cos  1 2)—^) ^  +  pos  Q>  +  V) x , 
also 

oder 

2  A'  sin  k%  /  r\    t     -^  \ 

"^^p  ^  ' P'-^^    ^^^  ^"^  ■  (i'  =  0,  1 ,  2,  .  .  .) 

Für  —  :t  ^x  ^TC  gilt  somit  die  Formel 

,     sintÄ  I  1        2Ä;cosa;        2A;cos2a;  | 

COS  /cx  =  -^^^j^-j^—j,-  +    -^TIl^.  J  • 

Setzen  wir  x  =  :x,  so  kommt,  da  sin  /..t  ^  0  ist, 


4.  7  1      ,  2A-  ,  2Ä: 
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§  180.    Theorem   von  Fejer.     f{x)  sei  für  jeden  Wert 

von  X  stetig  und  habe  die  Periode  2%. 

Wir  wollen  uns  nicht  mit  der  Konvergenz  der  Fourier- 
schen  Reihe  beschäftigen,  sondern  vielmehr  das  arithme- 
tische Mittel  aus  ihren  p  ersten  Partialsummen  bilden. 

Wie  wir  in  §  175  fanden,  wird  dieses  Mittel  gleich 


m 
oder  gleich 


n 

:Jx)  =  -„ —   /  f(x  +  u)~ ^-^  du, 

P-''  2Ttp  J     '  ^  '  ^     1  COSM  ' 


u 
sinjp 


Wir  nehmen  die  Zerlegung 

rr  0  7t 

I  - 1  +  f 

—  n        -  n  0 

vor  und  führen  in  dem  ersten  Integral  rechts  die  neue  Ver- 
änderliche —  _j  =  V,  in  dem  zweiten  die  neue  ^'eränderliche 
—  =  t'   ein.     Dann  wird 

0 

Wenn  f(x)  =  1   ist,  werden   alle  Partialsummen    der  Fou- 
rierschen  Reihe  gleich  1,  also  auch  mp(x)  =^  1.    Mau  hat  also 

1=  '    f('''!'''')dv, 

pn  J    \  sin  V  J        ' 

0 

und  die  Diiferenz  iHJir)  —  f(x)  läßt  sieh  in  folgender  Weise 
schreiben: 

mp(x)-f{x)=^'^^  f{f\.r-2r)  i.f(x-^2v)-2f(x)}{'';!^PJjdv. 
6 
Jetzt    können   wir.   wenn    eine    positive   Zahl   t    vorgelegt 
wird,  d   so  wählen'),  daß  der  gWißte  Wert  von 

1    d  sei  kleiner  als  ^n. 
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f{a:  -  2v)  +  fix  +  2v)  -  2f{x) , 

(0<v<:  ö) 

kleiner  als  s  ist.     Dann  wird  der  Betrag  des  Integrals 

6 

7t  pj 
0 

kleiner  als 


l^fiAx  -  2v)  +  fix  +  2v)  -  2 fix) }  {"^fdv 


Tcp  J    \  sm  V  j  Ttp  J    \  sm  v  ]  2  ' 

0  0 

und  zwar  für  p  =  1,  2,  o,  .  .  .  . 

Bezeichnet  man  mit  31  den  größten  Wert,  den    f(x)    über- 
haupt annimmt  ^j,  so  ist  der  Betrag  des  Integrals 


kleiner  als 


3M 

Tt 


-1" 

M    r    dv  SM 

p  J    sin-  r         2p  sin-i 


Wenn  also 


^      SM 
P> 


£  sin-  d 

ist,  wird  der  Betrag  des  letzten  Integrals  kleiner  als    -  und  der 

Betrag  von  itl^ix)  —  fix)  kleiner  als  b,  was  auch  x  sein  mag. 
Das  bedeutet 

lim  \\\pix)  =  fix)  . 

Wir  haben  aber  noch  mehr  bewiesen.     Wir  wissen  nicht  nur. 
daß  für  jedes  x 
fix)  =  nti ix)  +  { nta ix) - m^ ix) ]  -\-  [m^ix)  - w^ ix)\^ ,^) 

sondern   wir   wissen    auch    noch,    daß    diese    Reihe   für   alle   x 
gleichmäßig  konvergiert. 

Dies  ist  das  Theorem  von  Fejer. 


1)  Einen  solchen  gibt  es  wegen  der  Stetigkeit  und  Periodizität. 

2)  Die  p-ie  Partialsumme  dieser  Reihe  lautet  tu  {x). 
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Die  Glieder  obiger  Reihe  sind  endliche  trigonometrische 
Ausdrücke,  d.  h.  Ausdrücke  von  der  Form 

1  «0  +  ^1  ^^^  ^  +  ^h  ^^^  ^  "1"  ^2  ^^^  -^ 

-{-  h.^  sin  2 X  -{-••■  -\-  a^  cos  pa;  +  &^  sin  px . 

Eine  stetige  Funktion  mit  der  Periode  27t  läßt 
sich  also  durch  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe 
endlicher  trigonometrischer  Ausdrücke  darstellen. 

§  181.  Anwendung-.  f(x)  sei  in  dem  Intervall  <(a,  b} 
stetig,  a  <  h.  Wir  nehmen  eine  Zahl  c,  die  größer  als  h  ist 
und  bilden  in  (b,  c)  eine  lineare  Funktion,  die  für  x  =  b  den 
Wert  f(b)  und  für  x  =  c  den  Wert  /"(«)  hat.  Diese  Funktion 
stellt  zusammen  mit  /'(.*;}  eine  stetige  Funktion  F{x)  in 
<(«,  c)>  dar,  und   diese  Funktion  hat   die  Eigenschaft 

F(a)  =  Fic) . 
Setzen  wir 

a-\-c        (c  —  a)u 

so  verwandelt  sich  F(x)  in  eine  stetige  Funktion  0(u)  in 
<( —  :r,  %),  die  die  Eigenschaft 

besitzt.  Diese  Funktion  können  wir  mittelst  der  Forderung 
Oiti  +  2;r)  =  0{h)  zu  einer  Funktion  erweitern,  die  für  alle 
u  definiert  ist.  Da  sie  stetig  ist  und  die  Periode  27C  hat,  so 
gilt  für  sie  der  Satz  am  Schluß  von  i?  180.  Es  gibt  eine 
gleichmäßig  konvergente  Reihe  endlicher  trigonometrischer 
Ausdrücke 

deren  Summe   0('u)  ist. 

cos/>?(  und  i^'mpu  (j7  =  1,  2,  :>,  .  .  .)  lassen  sich  in  bestän- 
dig konvergente  Potenzreihen  entwickeln.  Dasselbe  gilt  von 
einem    endlichen    trigonometrischen    Ausdruck,    also    auch    von 

^p(>(i  =  2\{H)  +  Jj(m)  -r  •  •  •  +  T^{u). 

In  dem  Intervall  <  —  .t,  a:>  ist  diese  Potenzreih^^  für  1^(?/) 
gleichmäßig   konvergent  (§  172i.      Wenn   e^  eine   positive 
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Zahl  ist,  so  werden  fast  alle  Reste  in  <( —  7t,  %y  ihrem  Betrage 
nach  kleiner  als  e  sein.  Ziehen  wir  einen  solchen  Rest  von 
%  iu)  ab,  so  bleibt  eine  ganze  rationale  Funktion  %  \u\  übrig 
die  in  dem  ganzen  Intervall  <^ —  -t,  ti)  der  Ungleichung 

genügt. 

Richten  wir  es  so  ein,  daß  lim  £    —  0  ist,  setzen  wir  also 

z.  B.  £p=  ( 2  )  >  ^o  stellt 

©1  («)  +  {  @,  <  ^0  -  @,  (m)  }  +  {  ©3  (ii)  -  ©2  (h)  }  +   •  •  • 

eine  Reihe  mit  der  Summe  li-m  %p{u)  =  ^(iC)  dar. 

Die  Glieder  dieser  Reihe  sind  ganze  rationale  Funktionen, 
und  die  Reihe  ist  in  <( —  %,  %}  gleichmäßig  konvergent.  Denn 
fast  alle  Reste,  d.  h.  fast  alle  Differenzen  ^{u)  —  %  {u)  unter- 
scheiden sich  von  den  entsprechenden  Differenzen  ^{ii)  —  %{u) 

um  weniger  als  — ,  und  zwar  in  dem  ganzen  Intervall  <^ —  ;r,  7cy. 

Da   nun    fast    alle    0{u\  —  %{u)    in    <(— itt,  :r>    ihrem    Betrage 

nach  kleiner  als    -    sind,    so    sind    fast    alle    Q(u)  —  ©„(w)    in 

<^—  n,  %}  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  £. 
Ersetzt  man  u  durch 

^Tti^x-"^^  -.(c-a), 

so  werden  ©^(tti,  ^^{u)  —  (^■^^[u),  ^.^{u)  —  %^{u) ,  ...  ganze 
rationale  Funktionen  G^ix),  G^{x)^  G^(x),  ■  •  •.     Die  Reihe 

G^{x)  -\-  G^(x)  +  G^{x)-\ 

konvergiert  in  (a,  c)  gleichmäßig  und  hat  die  Summe  F{x^. 
In  (a,  hy  ist  ihre  Summe  also  f{x). 

Wir  haben  damit  den  folgenden  von  Weierstraß  her- 
rührenden Satz  bewiesen: 

Wenn  f(x)  in  (a,  h}  stetig  ist,  so  gibt  es  eine  Reihe 
von  ganzen  rationalen  Funktionen,  die  in  <^a,  &)>  gleich- 
mäßig konvergent  ist  und  die  Summe  fix)  hat. 
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Kapitel  XVI. 
riieisentliche  Integrale. 

§  182.  Üneigentliche  Integrale  mit  endlichem  Inte- 
grationsintervall, fix)  sei  in  ia,by  nicht  integrierbar,  wohl 
aber  in  jedem  Intervall  <(a^  ßy,  a  <  /3  <  6. 

Die  Nichtintegrierbarkeit  von  f(x)  in  (jci ,  li)  kann  in  diesem 
Falle  nur  daran  liegen,  daß  f{X)  in  <^a,  by  nicht  beschränkt  ist. 
Wäre  nämlich  f(x)  in  <[a,  by  beschränkt,  so  könnten  wir  zu- 
nächst ß  so  nahe  an  b  wählen,  daß 

(b  —  /3)ö(a,  h)  <  |,  also  auch  (b  -  ß)  6{ß,  b)  <  J 

ist.  Darauf  könnten  wir,  weil  f(x)  in  <^«,  ßy  integrierbar  ist, 
<^a,  ßy  so  in  Teilintervalle  <(a,  x^y,  <^Xi,  x^},  ■  .  .,  <^^d_i>  ß?  zer- 
legen, daß 

(iCj  —  a)  6{a,  x^)  +  (x2  —  Xi\  ö{xj^,  x^)  -{-  ■  •  ■ 

+  ('/3-a;^_i)(?i:r^_i,,/3)<| 

wird.     Man  sieht  jedenfalls,  daß  die  in  §  150  angegebene  Inte- 
grierbarkeitsbedingung  erfüllt  wäre. 
Es  kann  sein,  daß 


/; 


f(x)  dx  {a<ß<  b) 

a 

immer  einem  Grenzwert  zustrebt,  wenn  ß  nach  b  kon- 
vergiert. Dieser  Grenzwert  ist  dann  unabhängicr  von  der 
Alt,  wie  man  ß  nach  b  konvergieren  läßt.     Hat  man  nämlich 

lim  ß^^  =  b     und      lim  ß^^  =  l>, 
so  konvergiert  auch  ß^,  ßi.-ß-j,  /l,  ■  .  •  nach  b,  so  daß  die  Folge 
i*i  /^i  ,^2  r'i 

Jf(x)dx,    lf{^)dx,  Jf(.r)dx.  Jf(x)'f-r,  ■  ■  ■ 

a  a  a  ■ 

konvergent  ist.  Ihre  Teilfolgen  li<il)en  alle  denselben  Grenz- 
wert.    Insbesondere  ist  also 

lim  ff  (x)dx  =  lim  f  f'(X)dx. 
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Wenn  der  Grenzwert 

lim  ff(x)dx      (a  <  ß  <h,  lim  ß  =  b) 

a 

existiert,  so  bezeichnet  man  ihn  mit 

6 

j  f(x)dx 

a 

und  nennt  ihn  ein  uneigentliches  Integral. 

Wenn  fix)  in  (ß,  V}  integrierbar  ist,  so  hat  man  (vgl.  §  157) 
ebenfalls 

jf(x)dx  =  lim  jf(x)dx. 

a  a 

Wir  wollen  noch  kurz  den  Fall^)  besprechen,  daß  f{x)  in 
jedem  Intervall  <(a,  &)>,  a  <C  cc  <.h,  dagegen  nicht  in  <^a,  &)> 
integrierbar  ist.  Auch  hier  liegt  die  Nichtintegrierbarkeit  in 
<^a,  hy  daran,  daß  f{x)  in  <[a,  liy  nicht  beschränkt  ist. 

Wenn  der  Grenzwert 


hmf  f(x)dx     {a  <ia  <Cb,  lim  a  =  a) 


existiert,  so  bezeichnet  man  ihn  mit 

6 


jf(x)dx 


und  nfennt  ihn  ein  uueigentliches  Integral. 

Auch   in   dem  folgenden  allgemeineren  Falle  bedient  man 

6 

sich  des  ^jmhol^  J'f[x)dx: 

a 

<^a,  hy  läßt  sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilinter- 
vallen (cc,  ß/  zerlegen,  so  daß  f(x)  entweder  in  <«,  ß}  oder  in 
jedem  Intervall  <'a,  ßy,  a  <i  a  <C  ß,  oder  in  jedem  Intervall 
(a,  ß'},  a  <  /3'  <  ß,  integrierbar  ist. 


1)  Durch  die  Transformation  x  =  —  u  läßt  sich  dieser  Fall  auf  den 
andern  zurückführen. 

Kowalewski,  Differential-  und  Integral-Kechnung.  19 
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Man  setzt 

J  f(x)dx  =^  j  f(x)dx, 

a  a 

falls    die    eigentlichen    oder   uneigentlichen    Integrale 

jf{x)dx 
existieren. 


§  183.    Beispiel,      u    sei   eine   positive   Zahl,  aber  nicht 
gleich  1.     Dann  ist 

f{x)  =       ^  - 

in  jedem  Intervall 

<a,  ß}  (a<ß<h) 

integrierbar.    Dagegen  ist  f{x)  in  <(a,&y)  nicht  integrierbar, 
weil  f[x)  in  <(a,  &)►  nicht  beschränkt  ist. 
Man  hat  nun 


j  f{x)  dx 

a 

= 

-(^ 

xf-' 

1- 

(ft- 

-«/-"- 

-{b- 

-ß)'- 

-f* 

1- 

-fi 

Wenn  }i  <  1 

st, 

so  hat 

man 

' 

llTYl    1 

> 

rf    

(&- 

af-^ 

CÜTV 

» 

Ist  dagegen  n^l,  so  existiert  der  Grenzwert  nicht. 
Im  Falle  iti  =  1   findet  man 

/ 

/  f{x)dx  =  -  (log  (b  -  x)f^  =  log {b  -  a  -  log (h-ß). 

a 

Auch  hier  existiert  lim  f  f(x)dx  nicht. 


1)  f{h)  denke  man  sich  irgendwie  festgesetzt. 
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Das  uueiffentliche  Integral 

b 


j; 


(6^  («<^,»>0) 

existiert  also  dann  und  nur  dann,  wenn  jti  <  1   ist. 

Für   (ü  ^  0  handelt  es   sich   um   ein  eigentliches  Integral. 
Ebenso  existiert  das  uneigentliche  Integral 

b 


J(^ 


dx  ■         -,. 

dann  und  nur  dann,  wenn  .u  <  1  ist. 

§  184.    Fälle,  in  denen  das  uneigentliche  Integral 

existiert.  Wir  nehmen  an,  daß  f\x)  in  jedem  Intervall  <^a,  ßy, 
aber  nicht  in  K^a,l)}  integrierbar  ist.  Dann  ist  auch  \f(x)\  in 
Ka,  ß)  integrierbar.     Es  kann  nun  sein,  daß 

6 

j  \f{x)\dx 

a 

existiert.     Ist  dies  der  Fall,  so  existiert  auch 

b 

j  f(x)dx. 

a 

Man  hat  nämlich  für  «  ^  a;  <  & 

a  a  a 

Die  beiden  Integrale  rechts  sind  aufsteigende  Funktionen,  aber 
beschränkt,  weil   keine  von   ihnen  größer  als   j  f{x)  dx   ist. 

a 

Es  existieren  also  die  Grenzwerte 

limfm±max     und     l.m/lMJp/(?)rf^, 

a  a 

19* 
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folglich  auch  der  Grenzwert 

limff{x)dx,     d.h.    jf{x)dx. 

a  (I 

Satz  1.  fix)  sei  in  jedem  Intervall  <a,/3>j  a<ß<h, 
aber  nicht  in  <(«,&>  integrierbar.  Gibt  es  dann  zwischen 
0  und   1   eine  Zahl  /t   derart,  daß 

(p{x)  =  {h-  xYfix) 
in  (a,  hy  beschränkt  ist,  so  existiert  das  uneigentliche 
Integral  /, 

I  f(x)dx. 

a 

Bezeichnet  man  mit  K  die  obere  Grenze  von    (p{x)\  in  Ka,by, 
so  hat  man  für  a  <i  x  <C.h 

\f(^)<-^r 

"^   ^'  =  {b  —  x}" 
Da  nun  j, 

Jih-xf 

a 

existiert,  so  existiert  auch^) 

6 

j\f{x)  dx, 

a 

folglich  auch  ,^ 

ff{x)dx. 

Satz  2.  /'(.r)  sei  in  jedem  Intervall  <«, /3>,  n<ß<h^ 
aber  nicht  in  <a,  &>  integrierbar.  Gibt  es  dann  eine 
Zahl  u,  grr)ßer  oder  gleich  1,  derart,  daß 

cp(x)  =  {h-  x)"f(x) 
in  (a,hy  eine  positive  untere  Grenze-)  hat,  so  existiert 
das  uneigentliche  Integral 


1)  Denn    (  \f(x)  dx  ist  aufsteigend  und  beschränkt  (a  ^x<Cb). 

a 

2)  oder  eine  negative  obere  Grenze.    Ersetzt  man  f{x)  durch  —  /"(x), 
90  ''eht  der  oine  Fall  in  den  andern  über. 
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b 

jf{x)dx 

a 

niclit. 

Ist  A-  die  untere  Grenze  von  (p(x),  so  hat  man  für  a^a;<fc 


(&  -  xf 
Würde  nun 


6 


/  f{x)  dx 

a 

existieren,    so   müßte   auch 


/"     dx 

J  {b  -  ^r 


existieren.     Das  ist  aber  wegen  ^  ^  1  nicht  der  Fall. 

Ähnliche  Sätze  wie  die  obigen  gelten,  wenn  f(x)  in  jedem 
Intervall  (u,  li},  aber  nicht  in  (a,  hy  integi-ierbar  ist. 

§  185.  Zusammenhang'  mit  dem  unbestimmten  In- 
tegral. f(x)  sei  in  jedem  Intervall  <(a, /::{;>,  a  <.  ß  <ih,  in- 
tegrierbar und  es  gebe  in  <^a,  V}  eine  Funktion  F(x), 
die  für  a^x<^b  die  Ableitung  f(x)  hat  und  an  der 
Stelle&stetigist. 

Nach  §  156  ist  dann 

Jf(x)dx  =  F{ß)  -F(a). 

a 

Da  nun  für  lim  ß  =  h 

lim  F{ß)  =  F{h) 

ist,  weil  F(x)  an  der  Stelle  b  stetig  sein  soll,  so  hat  man 
\\mjf(x)dx  =  jP(&)  -  F{a), 

a 

d.h. 

a 

Es  gilt  hier  also  dieselbe  Formel  für  eigentliche  und  un- 
eigentliche Integrale. 
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Ähnlich   beweist  man   folgendes:  f\x)   und  g{x)   seien    in 
jedem  Intervall  (a,  ßy,  a  <  /3  <  1),  int^grierbar.     Ferner  sei 

F{x)  =  A  +ff{x)  dx,      G{x)^B-\-fg{x)dx. 

a  a 

Dann  ist 

6  b 

{F{x)G{x))l  =ff{x)G{x)dx  +fg(x)F(x)dx, 

a  a 

vorausgesetzt,  daß  die  beiden  Integrale  rechts  existieren.  Unter 
F(h)G(h)  hat  man  hierbei  den  Grenzwert  von  F{x)G(x)  für 
lim  X  =  b  zu  verstehen.     Ä,  B  sind  beliebige  Konstanten. 

Beispiel.     /    ^-    Hier  ist  F(a;)  =  2  y.r.    Diese  Funktion 

0 

hat  für  0  <C  X  die  Ableitung  ^  und  ist  an  der  Stelle  x  =  0 
stetig.     Man  hat  also 


1 


/l  =  (2>^)J-2, 


§  186.    Eulersches    Integral    erster    Gattung-.      Das 

Integral  ^ 

B{p,  q)  =JxP-'{l  —  xy'-^dx 

0 

hat  immer  einen  Sinn,  wenn 

p  >  U      und     7  >  0 

ist.    Man  nennt  es  ein  Eulersches  Integral  erster  Gattung. 
Wenn  p^l,  7^1   ist,   haben  wir  ein  eigentliches  Inte- 
gral   vor   uns.     Andernfalls    ist  B(p,  ij)    ein  uneigentliches  In- 
tegral,   das   aber    nach   §  1*^4    existiert.     Es  i.st  der  Grenzwert 
des  eigentlichen  Integrals 
i-f' 
J  xP-Ul-  xV'-^dx,  (f  >0,  f'>0) 

wenn   man  f-   und  t'  beide   nacli   Null    konvergieren  laut.     Man 
hat  also 
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i-f' 
B{p,  q)  =  lim  lxP-^{l  —  xy-^dx. 

s 

(f  >  0,  £'>  0,  lim  £  =  0,  lim  «'  =  0) 

Die  Transformation  x  =  1  —  y  liefert  aber 
i-f'  i-f 

jxP-^{l  —  xy-^dx  =  jtf-^\l  —  yY-'^dy , 

e  t' 

SO  daß 

B{p,q)  =  B{q,p). 

B{p,  q)  bleibt  also  bei  Vertauschung  von  p  und  q  ungeändert 
oder  ist,  wie  man  sagt,  in  p.  q  symmetrisch. 

Man   findet    im   Falle    'i  >  1    durch    partielle    Integration 
(ygl.  §185): 

1  1 

fxp-\i-xy-'dx  =  (?^^^— ^-y+  ^-=^  fxP[i - xy-' 


dx 

0 

1 


=  ^-^  CxP-\l  -  xy-'-dx  -  ^ — ^  (xp-\i  -  xy-^dx. 

0  0 

d.  h. 

Diese  Formel  kann  man  benutzen,  um  q  solange  zu  ver- 
kleinern, bis  es  kleiner  oder  gleich  1  ist.  Da.  Bij).  q)  =B(q,p) 
80  gilt  für  ^J  >  1   die  Gleichung 

Man  kann  also  auch  p  solange  verkleinern,  bis  es  kleiner 
oder  gleich  1  ist. 

Wenn  q  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

B(p^  q)  =    A^^  .  ^4--^ A    B(p,  1). 

Da  aber 

BO.,  1)  =P-,;.  -  (f );.  A 
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ist,  so  hat  man 

q-1  9-2 


e 
B(p.  q)  = 


p-^q—l     i'  +  'Z  —  2  p-\-l      p 

Ist  auch  p  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  schreiben: 

[p-ir.{q-l)\ 


Diese  Formel   gilt   auch,  wenn  p   oder   q   oder  beide   gleich  1 
sind,  Torausgesetzt,  daß  man  unter  '»I  die  1   versteht. 

§  187.    Uneigeutliche    Integrale    mit   unendlichem 

Integrationsintervall.  ^ I      /'(,/i    sei    in    jedem     Intervall 
<'a..i}.  .i\>  a ,  iutegrierl)ar.     Wenn  dann 


/  f(x)  dx 


bei  unendlich  zunehmendem  ,/  immer  einem  Grenzwert 
zustrebt,  so   bezeichnet  man  ihn  mit 

f^dx 

und  nennt  ihn  ein  uneigentliches  Integral. 

Die  Aussage  „./  nimmt  unendlich  zu"  oder  „x  wird 
positiv  unendlich"  bedeutet  (vgl.  §  43):  „:r  durchläuft  eine 
Folge  d\.x.2.  A's,  .  .  .,  die  so  beschaffen  ist.  daß  jede  Zahl 
von   fast   allen    Gliedern   der   Folge    übertroffeu   wird." 

Wir  müssen  zu  der  obigen  Definition  noch  folgende  Be- 
merkung machen.  Der  Grenzwert  des  Integrals  ist  immer 
derselbe,  auf  welche  Weise  auch  x  unendlich  zunehmen 

1)  Diese  uneigentliihen  Intograle  lassen  sich  in  die  früher  be- 
trachteten  überführen   und   umgekehrt.     Es   sei  « >■  fc  und    man   mache 

die  Transformation  «=  •     Dann   geht  J  f'j-dx  in  J  (p[u)du  über, 

a  u 

wobei  qp  1/ 1  =  flb  -\ )     , ,  ß  =^  l-.ya  —  b>  ist.    J  f{x)dx  existiert  dann 

a 

und  nur  dann,  wenn    f  (f  n  du    existiert. 
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mag.  Durchläuft  das  unendlich  zunehmende  x  das  eine  Mal 
die  Folge  x^,x^,x\,...,  das  andre  Mal  die  Folge  x.^,x^,x^,..., 
so  nimmt  es  auch  unendlich  zu  beim  Durchlaufen  der  Folge 
x^,  x^]  x^,  Xo,  x.^,  x^,  .  .  . .     Die  Folge 

^1  ii  ■'■2  ^1 

(f{x)dx,    jf{x)dx,     lf(x)dx,     ff(x)dx.  ... 

a  a  a  a 

ist  also  konvergent.  Da  alle  ihre  Teilfolgen  denselben  Grenz- 
wert haben,  ist 

lim  ff(x)dx  =  lim  f  f(x)dx. 

a  a 

Ganz  ähnlich  definiert  man 

a 

jf{x)dx. 

—  X 

Wenn  f{x)  in  jedem  Intervall  <'x,  ci),  x  <  a,  integi-ierbar 
ist  und 

a 

Jf(x)dx 

X 

bei   unendlich   zunehmendem  —  x  immer  eiaem  Grenzwert  zu- 

a 

strebt,  so  bezeichnet  man  ihn  mit    ff(x)dx. 

—   'X. 

Existieren  die  beiden  un eigentlichen  Integrale 

a  X. 

J  f{x)dx     und     /  fix)  dx , 

—  ce  a 

SO  bezeichnet  man  ihre  Summe  mit 

jf{x)dx. 

—  Oc 

Dieses  Integral  ist  der  Grenzwert  von 

X 

ff{x)dx 

X 

bei  unendlich  zunehmendem  x  und  unendlich  zunehmendem  — x. 
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§  188.    Beispiele.     ,«   sei   eine   von  1   verschiedene  Zahl. 
Wir  wollen  untersuchen,  wann 


00 

rdx 
j^  (a>0) 


existiert. 

Es  ist  hier 


J  af        \1  —  ft/a       1  —  fi        1  —  ."- 

a 

Im  Falle  ,u  <  1,  nimmt  ic^~"  gleichzeitig  mit  a;  unendlich  zu, 
das  Integral  hat  also  keinen  Grenzwert. 

Im  Falle  /tt  >  1  dagegen  hat  es  den  Grenzwert  a^~"  :  (^  —  1). 
Ist  |tt  =  1,  so  wird 

J^  =  log^-loga, 

a 

und    das  Integral    hat   bei   unendlich   zunehmendem   x    keinen 
Grenzwert. 

Das  uneigentliche  Integral 

00 

/dx 
?  (a  >  0) 

existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  /i  >  1   ist. 

§  189.    Fälle,   in   denen   das  uneig'entliche  Integral 

00 

j  f(x)dx  existiert.      1.  f(x)   sei   in  jedem  Intervall  <^a,  .»;>, 

a 

a;  >  fl,  integrierbar.     Wenn  dann 

00 

a 

existiert,  so  existiert  auch 

00 
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^ a 

Es  existieren  unter  der  gemacliten  Yoraussetzung  die  In- 
tegrale 

pm.  +  m^^  und  fim^m^x; 

a  a 

denn  die  Funktionen 

X  X 

a  a 

sind   aufsteigend    und    beschränkt    (beide    nämlich    kleiner    als 
oder  gleich  /   f{x)  dx). 
Folglich  existiert  auch 

Jf{x)dx  =  limJi^^^J^tM  dx  -  limJi^M^^^rfa;. 

a  a  a 

Hat  man  für  x^  a  beständig 

f{X)\^(f{x), 

SO  folgt   aus   der  Existenz   von   f  cp{x)dx  die   von    /   f\x)  dx. 

a  a 

X 

Denn  /  '/"(a?)  dx  ist  aufsteigend  und  beschränkt  (nämlich  kleiner 

a 

als  oder  gleich    I  (p{X)dx). 

a 

Satz  1.  f(x)  sei  in  jedem  Intervall  <(a,  a;)>,  x^a^O, 
integrierbar.  Gibt  es  dann  eine  Zahl  (i,  größer  als  1, 
derart,  daß 

x"f{x) 

für  a;  >  a  beschränkt  ist,  so  existiert 

ff(x)dx. 

a 

Hat  man  für  x  ^  a 

x"f{x)   <Ä, 
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SO  ist  j 

Da  nun 

'*dx 


/da 


existiert,  so  existiert  auch 

j  !  /"(a;)  I  <^a;     und     /  f{x)  d  x . 

a  a 

Satz  2.  f{x)  sei  in  jedem  Intervall  <^a,xy,  x^-a'^O, 
integrierbar.  Gibt  es  dann  eine  Zahl  ^,  kleiner  als 
oder  gleich  1,  derart,  daß  die  untere  Grenze  von  x"f{x) 
positiv^)  ist,  so  existiert 

00 

J  f(x)dx 

a 

nicht. 

Hat  man  nämlich  für  x^  a 

xf'f{x)  ^Ä>0, 
so  folgt  daraus 

Aus  der  Existenz  von 

ff{x)dx 

a 

würde  also  die  von 


fdx 
J  x" 


folgen.  Dieses  Integral  existiert  aber  nicht,  weil  /u  <  1  ist. 
2.  <p{x)  sei  für  x^a  monoton  und  konvergiere 
bei  unendlich  zunehmendem  ./  nach  Null.  f{x)  sei  in 
jedem  Intervall  <(«,  x^),  x^a,  integrierbar.  Endlich 
sei  die  Funktion 

l}\x)dx  (^^ö; 


1 1  oder  die  obere  Grenze  negativ. 
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beschi-änkt.      Unter   diesen  Yoiaussetzunsen   existiert 


J  ff{x)(p(x)dx. 


X  nehme  unendlich  zu,   indem  es  die  Folge  a\,  x^,  x^,  .  .  . 
durchläuft.     Wir  haben  zu  zeigen,  daß  die  Folge 

Xi  X2  Xj 

ff(x)(p{x)dx,      jf{x)(p(x)dx,    Jf(x)(p{x)dx,  .  . . 

a  a  a 

konvergent  ist. 

Es  sei  für  x^a 

X 

ff(x)dx   <Ä. 

a 

Weil  limqp(a;„)  =  0  ist,  können  ^vir  v  so  wählen,  daß 

wird.  Fast  alle  x„  sind  nun  größer  als  x  .  Ist  aber  x„  >  x  , 
so  können  wir  auf 

x„  a;,,  x^ 

lf{x)q)(x)dx  —  ff(x)q}ix)dx  =  f  f(x)(p(x)dx 

a  a  Xy 

den  zweiten  Mittelwert satz  anwenden.  Da  q){x)  monoton  nach 
Null  konvergiert,  so  bleibt  es  in  (^x^,  x^}  monoton^  wenn  wir 
^{x^)  durch  XuU  ersetzen.  Der  zweite  Mittelwertsatz  liefert 
alsdann 

^n  -n 

Jh^) (p{x)dx  =  (p {xjff(x)dx .         (a;,, <2„£  x^) 


n  -n  -y 

Jf(x)dx  ist  als  Differenz  von  jf(x)dx  und  lf(x)dx  seinem 

Xy  a  a 

Betrage  nach  kleiner  als  2J.,   so  daß   für   fast  alle  Werte  des 
Index  n 


n  V 

'Jf(x)(p(x)dx  —Jf{x)(p{x)dx 


<B 
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^^____ o 

ist.     Nach  dem  C au cliy  sehen  Kriterium   (§  27)   existiert   also 

lim  j  f(x)(p{x)dx. 

a 

Beispiel,     i  -"7^  dx   (a  >  0)    existiert.^)      Man    hat    hier 
0 
nämlich  (p{x)  =  —  und  f\x)  =  sinrr.     Ferner  ist 

X  X 

ff(x)dx  =  I  sinxdx  =  cosa  —  cosa; 

a  a 

seinem   Betrage  nach   kleiner  gleich  2.     Es  sind  also  aDe  Be- 
dingungen des  obigen  Satzes  erfüllt. 

Der  Wert  des  Integrals  ist  leicht  zu  berechnen.     Wie  wir 

wissen,  ist 

'  h 

hm J  -^  dx  =  2  ,  (Ä  >  0) 

6 

wenn  n  die  Folge  1,  2,  3,  .  .  .  durchläuft.    Setzen  wir  nx  =  u, 
so  wird 


Man  hat  also 


/sinnx    ,            feinu   , 
dx  =   I du. 
X                J     u 
0                          0 

nh 
/sin«    ^  « 


(1.  h. 


/sinj-  ,  3t 

u 
Ist  a  >  0  und  setzt  man  x  =  ay,  so  wird 

X  ay 

ß'l\jx=  [''""y"  dy.  {x>0) 


[  I dx  [a 

J     a; 


1)  Es  genügt  die  Existenz  von  1 dx  (a>0^  zu  beweisen. 
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Hieraus  folgt  für  a  >  0 


00 

/sina 
X 
0 


X    j  % 


Es  wird  also  für  a  <  0 


— -    dx 


X  2 

0 

Für  «  =  0  hat  man 


a 

/ 


dx  =  0. 

X 

0 


§    190.      Zusammenhang    mit    dem    unbestimmten 

Integral.  F{x)  habe  für  x  ^  a  die  Ableitung  f{x),  und  f{x) 
sei  in  jedem  Intervall  <(a,  xy,  x  ^  a,  integrierbar.  Dann  ist 
für  X  ^  a 

X 

ff{x)  dx  =  F{x)  -  F{a) 

a 

und  I  f(x)dx  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  F(^x)  bei  un- 

a 

endlich  zunehmendem  x  einem  Grenzwert  F(oc)  zustrebt.  Ist 
dieser  Grenzwert  jP'(oü)  vorhanden,  so  hat  man 

00 

ff{x)dx  =  F{oc)  -  F(a)  =  {Fix)y^. 
Z.  B.  ist 

00 

j  e~''dx  =  — (e~^)^=  1 . 

0 

f[x)  und  (j{x)  seien  in  jedem  Intervall  <(«,  .r)>  integrierbar 
und  es  sei 

X  X 

F{x)  =  A  -{-ff(x)dx,     G{x)  =  B  +fg{x)dx. 

a  a 

Daun  hat  man,  vorausgesetzt,  daß  die  Integrale 

00  00 

ff{x)G{x)dx,    fg{x)F(x)dx 
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und  die  Grenzwerte  -F(oc)  und   ^^(">^)  existieren, 

CO  00 

{F{x)Gix))l^ff{x)  G{x)dx  +fg{x)F{x)dx . 


§  191.    Eulersches  Integral   zweiter  G-attung.     Als 

Eulersches    Integral    zweiter    Gattung    bezeichnet    man    das 
Intesrral 


00 

r{p)  =  ß-'^xP-^dx. 


Man  nennt   r(p)  auch  die  Gammafunktion. 

Dieses  Integral  existiert,  sobald  die  beiden  Integrale 

f  e~''xP~'^dx     und      j  e~^xP~'^dx 

0  1 

existieren. 

Das  zweite  Integral  existiert  immer,  was  auch  p  sein  mag. 
Denn  man  hat 

also  für  A'  >  0 

e'>ir  (Z-=  1,2,3,...) 

Wählt  man  /."  größer  als  p,  so  wird 

x' 
Wegen  //  >  1 

existiert    / — ,     folglich  auch       j  c'^^x'"  ^<l.f. 

.  '    x"  '-  ^ 

1  1 

1 

jo--  rf-'^dx  existiert   nach  Satz    1   und    '2    in  §  1^4  dann 

0 

und  nur  dann,  wenn  p  >  0  ist. 

Das  Integral  für  F(7>)  existiert  also  ebenfalls  dann  und 
nur  dann,  wenn  p  >  0  ist. 

Durch  partielle  Integration  findet  man  im  Falle  /^  >  1 
(vgl.  §  1S5  und   190). 
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Je-'^xi'-^dx  =  —  (e-'\r^-^)*  +  {p  —  1)  \  e-'^xf-^dx, 

0  Ü 

d.  h. 

r(i>)  =  (i>-i)r(j)-i).  o>i) 

Ist  p  eine  positive  ganze  Zahl,  so  liefert  diese  Formel 

r(i;)  =  0;-l)(p-2)...l.r(l) 
oder,  da 

»  ,       ?^ 

r(l)  =fe-^dx  =  -  (f--)  =  1 

0  0 

ist, 

r(p)  =  (p~i)i 

Die   Formel   gilt   auch   für  ^;  =  1,   wemi   0!  =  1   gesetzt   wird. 

§  192.    Die  Eulerschen  Integrale   als    Grenzwerte 
von  Produkten.^)     In  §  186  hatten  wir  die  Formel 

^O;  2)  =  ^^rfzTi  ^(P'  2-11      iP>0,q>l) 

Ersetzen  wir  q  durch  q  +  l,  q  -{-  2,  .  .  .,  5  -f  A'  —  1,  so  ergeben 
sich  die  Formeln 

Bfp,q)=^-^''B^p,q+l), 


B{p,  q  +  J:-  1)  =^~^^^^~  Bip,  q  +  Je), 
und  hieraus  folgt  für  JJ  >  0,  $  >  0  und  Je  =  1,  2,  3,  .  .  . 

Wir  wollen  jetzt  B(j),  q-\-Jc)  zwischen  zwei  Grenzen  ein- 
schließen, m  sei  eine  ganze  Zahl  und  so  beschaffen,  daß 
m  ^  5  <  wj  +  1   ist. 


1)  Vgl.  Genocchi-Peanos  Differential-  und  Integralrechnung 
(deutsch  von  Bohlmann)  und  Godefroys  Monographie  über  die 
Gammafunktion. 

Kowalew8ki,  Differential-  und  integral-Keehnung.  20 
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In  (0,  1)  gelten  dann  die  Ungleichungen 

(1  -  a;)'"  +  *-'  ^  (1  -  ^7  +  ^-1  >  (1  -  a:r+^, 
so  daß 

B{p,  m  +  Ä-)  ^  B(p,  q  +  /.•)  >  B(p,  m  +  lc+l) 
mithin 


und 

m  -\-  k 


<A<1 


})  -\-  m  -f-  i  — 

Da  ni  +  A"  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man  nach  §  186 

T,/  I    7  \  _      /» +  fc  —  1  »t  -i-k—2  1         1 

J){2h  «'  +  /^;        ^,  .|.  „i  _^  t  -  1  ■  ^J  +  m  4-  ^-  -  2  ■  *  *  ij  +  1  ■  ^  * 

Es  wird  also^) 

7?r  n  .  ^  =  l-2---a--l)(>  +  g)(;>  +  g  +  l;--  ■  (ji  +  g  +  ^-  -  1) 

Ä;(ifc+-l).--(m  +  fc  — 1)X 


iP  +  Ä)  (P  +  *  +  1)  •  •    (;>  +  »»  +  ^'-  1) 
Lassen  wir  Je  unendlich  zunehmen,  so  wird 

limA  =  1,     weil     lim  — ,—    ,   ,  =  1. 

'  2)-\-  m-\-  k 

Ebenso  wird 


lim 


k{k-{-  l)---{m-\-k  —  1)  _  . 


(P  +  f^)  {P+k-\-l')---(p  +  m-\-k  —  1 1 
Mithin  ist 

nfr,    n\  =  lim  l^' -  l)!(i>  +  gj(.P  +  g  +  1)  '  '  "  (j>  +  g  +  A"  -  1) 

Beachtet  man,  daß 

j  _  j>g     ^  .*(^  +  i-^jL 

iß -{- v)  {q -{- v)        ip  +  v)  (<?  H-  r) 

ist  (v  =  1,  2,  3,  .  .  .),  so  läßt  sich   der  obigen  Formel  folgende 

Gestalt  geben 

B(p,  q)  = 

^-t '^  limlfl ^ \  ■■■l\ ^ "ll  • 


1)  Im  Falle  mi  =^  0  steht  als  zweiter  Faktor  i  allein. 
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Hierfür  pflegt  man  zu  schreiben 

und  nennt  die  rechte  Seite  ein  konvergentes  unendliches 
Produkt. 

Wir  wollen  jetzt  ein  unendliches  Produkt  für  r(p)  her- 
leiten. 

Man  setze  in 

a 

fe-''x^-^dx  (0<£<a) 

X  =  Jiu  Qc  >  0).     Dann  kommt 

a  a 

Läßt  man  zuerst  s'  nach  IS^ull  konvergieren  und  dann  a  un- 
endlich zunehmen^  so  erhält  man: 

r{p)  =  TiPfe- '"'nP-'^d^i .  (i>  >  0) 

0 

Offenbar  ist  nun 

1 

r{p)  >  A-^  je-^'^uP-'^du. 

0 

In  (0,  1)  hat  man  aber 

e"=  1  +  ^  +  1^  +  •  •  ■  <  1  +  t<  +  H^+  ■  •  •  =  ^^, 
also 

e-">  1  —  H     und       e-*"  >  (1  —  ?()*• 
Folglich  ist 

r(i))  >  hpfuP-Hl  -  ufdu  =  JcPB(p,  A  -fl). 
*6 

Da  für  H  >  (J 

e">l  +  «,     also     €'-"<,  r,     e-*"< — ^/) 

1)  Das  folgende  Integral  existiert,  wenn  k'^p  ist.  uP~^  :  (1  -{-  uj' 
ist  nämlich  kleiner  als    tt'"'':  w*==  1  :  m*"^"*"^.     (m  >  0) 

'20* 
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so  wird 


0 

Man  führe  iu 


a 

(1  +  nf 

i 

u:{l-\-u)  =  z  a\.B  neue  Veränderliche  ein^  setze  also  u  =  z:{l—  z). 
Dabei  erhält  man 

Läßt  man  zuerst  s  nach  Null  und  dann  a  nach  1  konvergieren, 

so  ergibt  sich 

r(p)<li>B{p,l-  -p). 

Ersetzt   man   hier  /■  durch  h  -\-  p  -\-  \,   so   hat   man   für   r{p) 
die  beiden  Ungleichungen 

hpB{p,  i-  + 1)<  r{p)  <  (Ä-  +  />  +  lynip,  i-  +  1 1 . 

Es  ist  also 

r(i,)  =  AA-^i>'U;, /.•  +  !) 
und 

P  +  1\'' 


1<A<(1+"|')' 


Wir  wollen  jetzt   /,•  auf  ganzzahlige  Werte    beschränken. 
Da  nach  §  186 

B(p,  /.•  +  1)  =  ^^j  •  ^^-^  1  •  •  •  ^q— 1  •  J ; 

so  hat  man 

Läßt  mau  jetzt  /,•  unbegrenzt  zunehmen,  so  wird  limA  =  1,  also 
mithin 
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ist,  so  hat  mau 

und,  weil  lim(l  +4r)  =  0, 

oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt, 

,«  .  (-ir  (-ir  (-s-r 


^1  ^2  ^3 

Da  rij))  nicht  null  ist,  folgt  aus  unserer  ersten  Limesrela- 
tion für  r{p) 

-L^  =  lim  (  J-  ini>  +  l)---(y  +  ^-)  \ 

r(p)      ™Up         1-2.  -k        j" 

Wir  wollen  nun 

1,1,  ,1 


6 


.=  Y  +  Y  +  ---  +  T 


setzen  und  sehreiben 

1  p{p  +  r)---{p-\-Jc) 


kP  1  •  2  •  • .  Ä; 

_zl  (  ^  P  I        I  /' 


Es  läßt  sich  zeigen,  daß  e"'^  :  k  bei  unendlich  zunehmendem  Ä; 
einem  Grenzwert  zustrebt.  Der  Logarithmus  dieses  Quotienten 
ist  nämlich  gleich 

(?,-  logÄ;  =  1  +  A  +  .  .  .  4.  1  _  log-/,. 

Nun  hat  man  aber  ffir  a;  >  0 


1  i  dx 
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also 

2  n  i- 

Ix 

X 


2  ."  A- 

logA-=j-+j-  +  ---+j^ 


und  daher 

.,-iog.=i+(*-j':j^)+...+(i-j^) 

1  k-\ 

Die  eingeklammerten  Differenzen  sind  alle  negativ,  da 


v  +  1 


Gf. —  log/."  nimmt  also  mit  wachsendem  /."  ab,  weil  immer  mehr 
negative  Bestandteile  hinzutreten. 
Andererseits  ist  aber 

1  2 

k 


positiv,  weil 

v  +  l 


/ 


''^<-   •  (r=  1,2,3,...) 


6/.— log/,-  strebt  also  einem  Grenzwert  zu.  Man  bezeichnet 
ihn  mit  C  und  nennt  ihn  die  Eulersche  Konstante.  c"i^:l' 
hat  den  Grenzwert  e' . 

Für  1  :  r(p)  gilt  demnach  dio   Formel: 

I  _  p 

►Sie  rührt  von  Weierstraß  her 


^.=H('+o^  iiO+'>  iio  +  3>  I 


§  l'.t3.    Einig-es  über  unendliche  Produkte.     ^(^,   m», 
e  Zulilenl'olge,   und   man    hilde   da> 

Pr,  =   (1    +  i*l)  (1    +   <)  •■•(!   +   «„)• 


u^,  .  .  .  sei   eine  Zaldenl'olge,   und   man   hilde  da>   l'rochikt 
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c 

Wenn  lim^?,,  existiert   und  gleich  p  ist,   so    schreibt   man 
2>  =  (1  -}-  u^)  (1  +  «2)  (1  +  «3)  •  •  • 
und    sagt,    daß    das    unendliche   Produkt   (1  -f-  u^  (1  +  u^ 
(1  +  Wg)  •  •  •  konvergent  ist  und  den  Wert  p  hat. 

Wir  wollen  zuerst  ein  unendliches  Produkt  ( 1  +  « J  (1  +  o-^ 
(1  +  flg)  •  •  ■  betrachten,  in  welchem  keine  der  Zahlen  a^,  a.^, 
«3,  •  •  ■  negativ  ist.     In  diesem  Falle  hat  man 

Vi  £P2£ih<-  ■  ■ , 

und  es  fragt  sich  nur,  ob  die  Folge  j\,  p^,  Ps,  ■  ■  ■  beschränkt 
ist  oder  nicht.     Rechnet  man  j)^  aus,  so  findet  man 

1   +   («1    +  %   H +«'„)+•••+  «1  «2   •  •  ■  «n' 

und  es  ist  also 

«1   +  «2  H \-  ««  <  Pu  ■ 

Daraus  können  wir  ersehen,  daß  die  Konvergenz  des  un- 
endlichen Produktes  (1  +  «i)(l  -1-  «o)  (^  +  %'  '  '  '  ^^^  ^^^'  ^^^' 
endlichen  Reihe  of^  +  a,  +  ^3  +  ' ' '  ^^^^^  sich  zieht.  ^Das  Um- 
gekehrte cfilt  aber  auch.     Man  hat  nämlich 

1  +  fli  <  e%  l  +  a,<  e%  .  .  .,  1+  a„  <  e'^n, 
mithin 

p   <  6^1  +  «"-+  ••  +  ««. 

Ist  also  a^  -\-  a.2  -\-  a^  -r  •  '  •  =^  A,  so  wird 

Pa  <  ^^ 
sein. 

Wir  haben  somit  folgenden  Satz: 
Das  unendliche  Produkt 

(1  -h  aj  (1  +  «2)  (1  +  «3)  •  •  •    (fl„  ^  0) 
konvergiert  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Reihe 

a^  +  a,  4-  f'3  H 

konvergent  ist. 

Entsteht  das  unendliche  Produkt  1 1  -f  h^)  (1  +  &.,)  (1  -f  63)  •  •  • 
aus  ( 1  4-  aj  (1  +  «2)  (1  -f  «3)  •  •  •  durch  Umordnung  der  Fak- 
toren, so  ist  es  ebenfalls  konvergent,  und  beide  haben  den- 
selben Wert.     Zu  jedem  Partialprodukt 
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gibt  es  ein  Partialprodukt 

i>.  =  (1  +  «i)(l +  %)•••  ^1  +  «„) 
derart,  daß  p,„^p,t  ist.  Man  braucht  nur  zu  sorgen,  daß  in 
p^^  alle  Faktoren  von  p^^^  vorkommen.  Es  ist  demnach  ^^  ^ p. 
Also  existiert  lim  p^^^  =  p  und  man  hat  p  ^  p.  Vertau.scht 
man  die  Rollen  der  beiden  unendlichen  Produkte,  so  findet 
man  p  ^  P-     Es  ist  also  p  =  p. 

Wir  wollen  jetzt  ein  unendliches  Produkt  (1  +  n^)  (1  +  Wg) 
(1  +  «3)  •  •  •  betrachten  und  annehmen,  daß  die  Reihe 

'W,  I  4-    ih   +   «3    H 

konvergiert.      Da   lim    it^^    =0  ist,   so   werden   fast  alle  |  m^ 
kleiner    als  1/2    sein.      Wir    wollen    v    so    Avählen,    daß   |m,,  |, 
h'.+i  7  1  ", +2 17  •  • -^^1®   kleiner    als    1  2    sind   und   das   unend- 
liche Produkt 

(1   +   U,)(1    +«,,  +  i)(l   +«,,  +  2)--- 

ins  Auge  fassen.    Jeden  Faktor  1  -)-  u^^  dieses  Produktes  können 
wir  so  seh  reiben: 

Avobei 

0  <  a„  <  2    /(„     und  ( »  <  &„  <  2  I  w„  | 

ist.      Wir  brauchen  uämlicli   iiui' 

im  Falle  u^^  >  0 

"im  Falle  /*,,  <  <• 

zu  setzen.  ^) 
Nun  wird 

Sowohl  der  Zähler   als    aucli    der  Neuner   strebt   einem   Grenz- 
wert (größer  oder  gleich  ll  zu.-)     Folglich  hat  aui-h 

(1  +  «,,)  (1  +  w,  ,  1 )  •  •  •  (1  +  "„ ) 

l)Da  1  +  ",,  I  ^  1  —  "„  I  !>  '  i^^-  li-'^  "''^"  ain^li  ün  zweiten  Falle 
wiiklicli  \h„\^2\  u„  \. 

2)  Man  bedenke,  daß  die  Hciiien  «,  ^  fi, +1 -\- ■  •  ■  "nd  &,-f-&,^, 
-|-  ■  •■  wegen  0  <C  «„  <C  -2    «„   ,  ^'  5^  ^n  ^  ^    "«  1  konvergent  sind. 


ll 

=  <>, 

K  =  <N 

^.  =  - 

n 

1  +  «_ 
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einen  Grenzwert^),  und  dasselbe  gilt  von 

a  +  ?o(i  +  ^'2)  •••(!  +  «  j- 

Das  unendliche  Produkt  (1  -f  n^)  (1  +  W2)  (1  +  ^3)  .  .  .  ist  also 
konvergent. 

Da  der  Wert  von  (1  +  u,)  (1  +  u^.^^)  (1  +  u^.^^)  .  .  .  von 
Null  verschieden  ist,  so  ist  (1  +  u^)  (1  -j-  «2)  (1  -|-  «3)  •  •  •  nur 
dann  gleich  Null,  wenn  einer  der  Faktoren  1  -{-  n^,  1  +  Hg,.,. 
1  +  ^',._i  gleich  Null  ist. 

Entstellt  das  unendliche  Produkt  (1  +  Vi)  (1  +  v.^)  (1  +  Vg) . . . 
aus  (1  +  Mj)  (1  +  M,)  (1  +  M3)  .  .  .  durch  IJmordnung  der  Fak- 
toren, so  ist  es  konvergent  und  beide  haben  denselben  Wert. 
Man  gelangt  nämlich  zu  (1  -f-  rj  (1  -|-  v^)  (1  -f  Vg)  .  .  .,  indem 
man  zuerst  in  ( 1  +  ?<,.)  (1  +  u^  +  i)  ( 1  +  ^,,^2)  •  ■  •  ®i^®  passende 
Ümordnung  der  Faktoren  vornimmt  und  dann  noch  in  dem 
ganzen  Produkt  eine  endliche  Anzahl  von  Faktoren  ver- 
tauscht. Die  erste  Operation  kommt  darauf  hinaus  in  (1  +  «,,) 
•  (1  -f  «,.  ^1)  (1  4-  «,.4.0)  .  .  .  eine  gewisse  ümordnung  der  Fak- 
toren vorzunehmen  und  in  (1  -)-  &,,)  (1  +  ^^  +  1)  <  1  +  ^,+2)  •  •  • 
die  entsprechende  ümordnung.  Dabei  bleiben  aber  diese  Pro- 
dukte konvergent  und  behalten  ihre  Werte.  Dasselbe  gilt  folg- 
lich von  (1  -j-  u^)  (1  -f  tt,,_j.i)  (1  -f  ^«^^2j  •  •  •  ^^ß  durch  Yer- 
tauschung  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren  nichts  an  der 
Konvergenz  und  am  Wert  eines  unendlichen  Produktes  sreändert 
wird,  liegt  auf  der  Hand. 

Wir  fassen  unsere  Ergebnisse  in  folgendem  Satz  zusammen: 

Wenn    ifj    +    M2    +    ^'3    H eine  konvergente  Reihe 

ist,  so  konvergiert  auch  das  unendliche  Produkt 

(l+M,)(l+«2)(l+i<3)... 

Es  ist  nur  dann  gleich  Null,  wenn  einer  seiner 
Faktoren  verschwindet.  Bei  ümordnung  der  Faktoren 
bleibt  das  unendliche  Produkt  konvergent  und  behält 
seinen   Wert. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  das  für  Bij),  q)  gefundene 


1)  Er  ist  der   Quotient  von   (1  -j-  «,,;  (1  -f  a.  +  i)  •  ■  •    durch  (1  -f  b^,) 

(1  +  ^+ir-- 
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unenclliclie  Produkt  konvergiert,  solange  p  und  aucli  q  keinen 
der  Werte  0,  -  1,  -  2,  .  .  .  hat. 

Das  unendliche  Produkt  für  1 :  r{jp)  konvergiert  für  jeden 
Wert  von  -p.     Nach  dem  Taylorschen  Satz  ist  nämlich 


Hiernach  wird 

(0  <  ^,  <  1) 


k  A        ,      1    pS  k  k 


d.  h. 

Da  offenbar 

so  ist     n^    +    «2 !  +    ''s  I  +  •  •  •  konvergent.^) 

§  104.  Zusammenhang  zwischen  den  Eulerschen 
Integralen  erster  und  zweiter  Gattung.  Nach  §  W'J 
ist  für  unendlich  zuuehmeudcs  /: 

r(p  +  <,)  =  Um  (p+,)(,,+'J'+'i)'-(5r+7+«)  • 

Hieraus  ergibt  sich 

r(p)r  ig)  _y  h'.>  p  -\-  ,,){p  +  cj  -\-  1)  ■  ■  ■  ip  +  q  -{-  k. 

np  +  q)  p{p-\-i)---ip-\-k)qlq-\-l)---(q-Jrk) 

Nach  §  192  ist  dieser  Grenzwert  aber  gleich  B(p,  q). 

Jedes  Eulersche  Integral  erster  Gattung  läßt  sich  also  in 
folgender  Weise  durch  die  Ganimafunktion  ausdrücken: 


1)  Man  Itedenkf ,  daß  die  Keilien  tt  +  177  ~!"  '    '  """^   j »  "i"  93  ■^"  ' ' 
konvergent  sind. 
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Für  i)  =  g  =  Y  ""'ii'd 

und  man  erhält 

1 

0 

Dieses  Integral  läßt  sich  aber  berechnen,  wie  man  aus 
§  136  entnehmen  kann.  Am  einfachsten  berechnet  man  das 
Integral  in  folgender  Weise: 

Man  führt  die  neue  Veränderliche 

n  =  arc  sinj/a;  (0  ^  a'  <  1 ) 

ein.     Dann  wird 

Ix    -  (1  —  x)    ^  dx  =  2Jdu  =  2{u^— Uq). 

Dabei  ist 

0  <  i^o  <  i<i  <  .^     und  Xq  =  sin-/fQ,  a\=  siu"«^. 

Läßt  man  Uq  nach  0  und  ?(^  nach  tt  '2  konvergieren,  so  wird 

lim  Xq  =  0,  lim  a\  =  1 
so  daß 

j  X     -  {\  —  X)     -  dx  =  71 
0 

ist. 

Da  r(^j  >  0  ist,  so  folgt 

d.  h. 

0  ^ 

Macht  man  in 


a 
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die  Transformation  x  =  n^,  so  ergibt  sich 

a  a 

Ce-^^  =  2le-"'du. 

f  e' 

Läßt  man  zuerst   a'  nach   Null   k'  uvergieren   und   dann  a    un- 
endlich zunehmen,  so  kommt 


V 

Hiernach  ist 


oc  00 


je- ""-du  =  4  y? 


'7t. 
f  'Z     ' 

0 

Dieses   Integral,   das   in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine 
Rolle  spielt,  nennt  man  das  Poissoiische  Integral. 

ij  11)5.  Integralkriterium  für  die  Konvergenz  un- 
endlicher Reihen.  f\.r\  sei  für  x^a  absteigend  uud  po- 
sitiv.    Wir  betrachten  die  unendliche  Reihe 

f{a)  +  f{a  +  1)  +  fia  -f  2 )  +  •  •  • 

Da  in  dem  Intervall  <a  -[-  ^^  —  1,  a  -f  ^>,  i^  =  1,  2,  3,  .  .  ., 

fXa  +  p-\)>f{x)-^fXa+p) 

ist,  so  hat  man 

t\a  +iy-l)  >ft'(x)dx  ^  t\a  +  p)- 

a+p-\ 

Daraus  folgt,  wenn  wir 

fia)  +  f{a  +  1  )  -f  •  •  •  -f  /'ur  +i)  -  1)  =  5^ 
setzen, 

a+p 

s^^jf(x)dx 

a 

und 

a  +  p-\ 

Sp<,fia)  +  lK^)dx. 
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Wenn  die  Reihe  konvergent  ist,  also  lim 8^=  s  existiert, 
so  folgt  aus  der  ersten  Ungleichung,  daß  die  aufsteigende 
Funktion 

X 

I  f{x)dx 

a 

beschränkt  ist.  Man  kann  nämlich,  wenn  x  irgend  eine  Zahl 
(^  a)  ist,  die  ganze  Zahl  /)  so  wählen,  daß  n -^  p  y' x  ist. 
Dann  hat  man 

X  a  +p 

jf{x)dx<,jf(x)dx<.s.  (weil  s^-Cs) 

a  a 

Wenn  die  Reihe  konvergent  ist.  existiert  also  das  Integral 

00 

j  f{x)dx. 

a 

Die  Umkehrung  gilt  auch.  Wenn  dieses  Integral  existiert,  so 
hat  man 

a+p  —  I  30 

Sp<M  +ff(x)dx  <  f{a)  +ff(x)dx . 

a  a 

Die   aufsteigende  Folge   s^,  s^,s.^,  .  .  .   ist   also  beschränkt,   und 

es  existiert  lim  s  . 

Es  gilt  demnach  folgender  Satz  von  Cauchy: 

fix)    sei    für   x^a    absteigend   und   positiv.      Dann 

konvergiert  oder  divergiert  die  Reihe 

/■(a)  +  /-(a+l)+/'(a  +  2)  +  ..., 
je  nachdem  das  Integral 


fax)dx 


existiert  oder  nicht. 

Beispiele.     1.  Die  Reihe 


JL  4.  J_  _|.  1  ^ ( u  >  0) 


hat  die  Form 

/•(l)  +  /'(2)-i-f(3)  + 


318  Integralkriterium  für  die  Konvergenz  von  Reihen. 


wenn  man 


Od 


setzt,     fix)   ist   für  x^l    absteigend  und  positiv,   erfüllt  also 
die  oben  angegebenen  Bedingungen. 

Die  betrachtete  Reihe    konvergiert    oder    divergiert    nach 
dem  C au chy sehen  Satze,  je  nachdem 

ß 

1 

existiert    oder   nicht.     Dieses   Integral   existiert   aber,    wie    wir 
wissen,  dann  und  nur  dann,  wenn  u  >  1   ist. 

1 1 1-  ••  •  konvergiert  also,  wenn  u  >  1   ist,  und 

divergiert,  wenn  ju  <  1  ist. 
2.  Die  Reihe 


2(log2>"        3  (log  3)"        4  (log  4)" 

hat  die  Form 

/T2)+/-(3)+/'(4)  +  ..-, 
wenn 

X  (log  x)^ 

gesetzt  wird,  /(.r)  ist  für  .r  ^  2  absteigend  und  positiv.  Wir 
können  also  auch  hier  den  Ca  u  chy  sehen  Satz  anwenden,  und 
es  kommt  darauf  an,  ob  das  Integral 


J 


'     dx 
X  (log  xY 


a 

existiert  oder  nicht.    Führt  man  die  neue  Veränderliche  z  =  logar 
ein,  so  wird 

J  ardoga:)"       ,  /    z-" 

2  log  2 

Läßt   man   ./'   unendlich    zunehmen,    so   nimmt   auch   z    unend- 
lich zu. 
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existiert  also  dann  und  nur  dann,  wenn     /  — 

xaogxT  J   z'" 

3  .  log  2 

existiert,  d.  li.  dann  und  nur  dann,  wenn  a  >  1  ist. 

Die   betrachtete   Reihe  konvergiert  also,   wenn   ,a  >  1    ist, 
und  divergiert,  wenn  }i  <i  1  ist. 

3.  Wenn  es  sich  um  die  Reihe 

^- r  + ^ +  •  •  •        (/i  >  0) 

3  log  3  (log  log  3)"        4  log  4  (log  log  4>"  —     ^ 

handelt,  so  ist 

f(x)  = 

a"logic(logloga?)'" 

Diese  Funktion   ist   für  x  ^  3   absteigend   und  positiv.     Führt 
man  die  neue  Veränderliche  z  =  log  x  ein,  so  wird 


r        dx         _  r 

J  a:loga;(logloga;)"      ,/  i 

3 

Daraus  ist  zu  entnehmen,  daß 


{logzT 

3  log  3 


/dx 
a;  log  .X  (log  log  a;)" 

8 

dann  und  nur  dann  existiert,  wenn  u  >  1  ist. 

Die  betrachtete  Reihe  konvergiert  also,  wenn  ,u  >  1  ist, 
und  divergiert,  wenn  ^  <.  1  ist. 

Diese  Reihe  von  Beispielen  läßt  sich  offenbar  ins  un- 
begrenzte fortsetzen. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Reihen 

'+-  +  -  +  ••• 
2    ^    3    ^    4    ^         ' 


2  log  2     '     3  log  3     '     4  log  4 

1 +  1 + l.__        .... 

2log2loglog2     ^  3log3loglog3   ^  4log4loglog4     '  ' 

alle  divergent. 

Wir  wollen  die  Summe  der  ]i  ersten  Glieder  in  der  ersten 
Reihe  mit  A^^,  in  der  zweiten  mit  B^,  in  der  dritten  mit  C  ,  ... 
bezeichnen. 
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Dann  stellt  sich  heraus,  daß 

lim  4''  =0,     lim  ^^'  =0,  ••• 

Ap  '  Bp  ' 

ist.     Man  sagt  deshalb,  daß  die  zweite  Reihe  schwächer  diver- 
gent ist  als  die  erste,  die  dritte  schwächer  als  die  zweite  usw. 
Liegen  zwei  divergente  Reihen 

f{a)  +  f{a  +  1)  +  /-(a  +  2)  +  .  •  . 
und 

g{a)+g{a.+  l)+g{a  +  2)  +  --- 

vor,   wobei  f{x)  und  fiix)  die  Bedingungen  des  Ca uchy scheu 
Satzes  erfüllen,  und  ist  s^  die  j>te  Partialsumme  der  ersten,  s 
die  p-ie  Partialsumme  der  zweiten  Reihe,  so  hat  man 

a+ju— 1  a-\-i> 

Sp <  M  +  Cf(x)dx  <  f(a)  +Jh-)clx , 

a  a 

a+p 

Sp>fg(x)dx, 

a  +p 

ff\x)dx 


also 


Äp   '        a+p  <^+P 

fg{x)dx         fg{x)dx 

a  a 

Ist   /  einer  der  Quotienten    /*,    J' ,  .  .  })  so  konvergiert 

f(x):(/(x)  bei  unendlich  zunehmendem  x  absteigend  nach  Xu  11. 
Daß  in  solchem  Falle 

lim  t'  =  0 

Sp 

ist,  ergibt  sich  auf  folgende  Weise: 

Es  sei  a  <  «' <  a  +  ^).      Dann    hat    man   nacli   dem   ersten 
Mittelwertsatz 

a  +  p  n  +  p 

\f[x)dx  =  f;J-  i(l{x)dx.      (a<  i<a-Vp) 


l')  Man  (lenke  sich  in  den  beiden  verglichenen  Reihen  die  k  ersten 
Glieder  beseitigt,  so  daß  alle  Glieder  positiv  sind. 
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Hiernach  ist 


und 


a+p  a+p 

Jf{x)dx<f-^Jg{x)d, 


f{a)-\-Jfoc)dx 

Sp  ^+P  "^  9(a') 

lg{x)dx 


Wählt  man  o'  so,  daß 


t\a')  ^  £ 


80  wird  für  fast  alle  Werte  des  Iudex  p 

Sp 

a' 

f{a) -\-ff {x)(Lr 

a 
a+p 

Jg{x)dx 


sein,  weil 


lim    ^ =  0 

a+p 


ist. 

Es  gibt  übrigens  zu  jeder  divergenten  Reihe  mit 
positiven  Gliedern  eine  ebensolche  Reihe,  dieschwächer 
divergent  ist. 

Ist  u^  -j-  Wg  4-  «<3  -f  •  •  •  eine  divergente  Reihe  mit  positiven 
Gliedern  und  s    die  ^>te  Partialsumme,  so  ist 

]'^+  ^Vh-  y7,)  -f  (yv,-  yj^  +  •  •  • 

ebenfalls  eine  divergente  Reihe   mit  positiven  Gliedern.     Aber 
sie  ist  schwächer  divergent  als  die  erste  Reihe,  weil 

lim^^^  =lim   -^_  =  0 

ist. 

Bei   zwei   konvergenten   Reihen    mit    positiven  Gliedern 

«1  +  Mg  +  «3  +  •  •  ■      und      r^  +  r,  +  ^3  +  •  •  • 

sagt  man,  daß  die  zweite  schwächer  konvergent  ist  als  die 
erste,  wenn 

Kowalewaki,  Differential-  und  Integral  -  Rechnung.  21 
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ist. 

Dabei  soll 

'*-p=%+%  +  i  +  •  •  •     ^"1^^     ^p=  w^+  Wp  +  i  +  •  •  • 
sein. 

Zu  jeder  konvergenten  Reihe  mit  positiven  Glie- 
dern gibt  es  eine  ebensolche  Reihe,  die  schwächer 
konvergent  ist. 

Ist  u^  -\-  i<2  +  Wg  +  •  •  •  eine  konvergente  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  und  >"j,=  w^  +  m^^i -f  •  •  •  ihr  p-ter  Rest,  so  ist 
offenbar 

(y^-  Vr,)  +  (y^-  Vr'z)  4-  •  •  • 

eine  konvergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern.  Aber  sie  ist 
schwächer  konvergent  als  die  erste  Reihe,  weil  ihr  jj-ter  Rest 
gleich  "|/r     und 

lim  -/    =iim-i/,.=o 
ist. 


Kapitel  XVU. 
Geometrische  AnweiHluii^en  der  bestimmten  Integrale. 

§  196.  Berechnung  von  Flächeninhalten.  f{x)  sei  in 
(.cifhy  integrierbar  und  nirgends  negativ.  Die  Kurve  y  =  t{x), 
a  <ix  <ih,  liegt  dann  ganz  auf  einer  Seite  der  .r- Achse.  ^) 

Wir  wollen  von  den  Endpunkten  der  Bildkurve  Lote  auf 
die  .r-Achse  fällen  und  das  Flächenstück  91  betracliteii,  das 
von  diesen  beiden  Loten,  der  .r-Achse  und  der  Bildkurve  be- 
grenzt wird.^) 

1)  .r,  y  seien  rechtwinklige   Koordinaten. 

2)  Dieses  Flächenstück  besteht  aus  den  Punkten 

.r  =  a-f  ^(6— a),     y  =  »f(x), 
wobei  0<»,  »<l  ist. 
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Fig.  18. 


Nehmen  wir  irgend  eine  Zerlegung  3  ^-^'  Basis  des 
Flächenstückes,  d.  h.  des  Intervalls 
{a,  hy,  vor  und  errichten  in  den 
Teilpunkten  Lote  auf  der  r- Achse, 
so  zerlegt  sich  das  Flächenstück  5t 
in  eine  Anzahl  gleichartiger  Flächen- 
stücke. 

<«,  ßy  sei  eins  der  Teilintervalle 
von  <(a,  by  uiid  [i^a,  ß)  sei  die  untere, 
M(a,  ß)  die  obere  Grenze  von  f(x)  in 
(cc,  ßy.   Der  über  <(«,  ß}  stehende  Teil  von  5(  ist  dann  offenbar 
kleiner  oder  gleich  dem  Rechteck 

{ß  —  a)N\(^a,ß) 

und  größer  oder  gleich  dem  Rechteck 

{ß--a)^icc,ß). 

Das  Flächenstück  2t  ist  folglich  kleiner  oder  gleich 

S{^)=;S{ß-a)N\{a,ß) 

und  oTÖßer  oder  crleich 

wobei   sich   die  Summation  über   alle  Teilintervalle  von  3  er- 
streckt. 

Lassen  wir  nun  3  eine  ausgezeichnete  3"l^o^ge  durchlaufen, 
so  konvergieren  s(3)  und  ^(3)  beide  nach 

b 

jf{x)dx. 


Folglich  ist  auch 


<ä=ff{x)dx. 


Gegen  die  obige  Überlegung  ist  einzuwenden,  das  von 
dem  Flächeninhalt  2t  gesprochen  wird,  ohne  daß  dieser  vorher 
definiert  ist. 

Will  man  diesen  Einwand  vermeiden,  so  muß  man  den 
Flächeninhalt   als   den   gemeinsamen   Grenzwert   von   s(3)   und 

21 -^ 
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5(ß)   definieren,    für   den  Fall,    daß  ß   ^i^^^    ausgezeichnete 


Folge  von  Zerlegungen  durchläuft. 


§  197.    Beispiele.^)      1.  Die  Bildkurve  von 


ist  ein  Parabelbogen.  Der  Inhalt  5( 
des  in  der  Figur  schraffierten  Flächen- 
stück.s  ist 


o 

Fig.  14. 


-     ,'p/^'^^^  =  4(?)r=y^o?/o- 


Der  Parabelbogen  teilt  also  das  Recht- 
eck,   das   durch   den   Punkt  {xq,  Hq)   und   die  Achsen  bestimmt 
wird,  im  Verhältnis   1  :  2. 
2.  Die  Bildkurve  von 


ij  =  y«2  _  ^2 


( —  AT  <  2'  <  ff) 


ist   ein  Halbkreis.     Der  Inhalt   des   in   der  Figur   schraffierten 
Flächenstiicks  ist 

^  X 

0 

oder,  wenn  x  ='  au  gesetzt  wird, 

"o 

a^  /  yi  —  u-  du .       {xq  =  a»(,) 
Nun  ergibt  sich  aber  durch  partielle  Integration 

=  uyi-u'  -  /Vi  -  ti'du  +  r-4^  . 

J  /  l'l-u» 

also 

2/V1  —u'dn  =  /<  j/iT-Tr«  +  aresin«  +  C. 
Mithin  ist 

1)  Überall  sind  .r.  v  rechtwinklige  Koordinateu. 
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2  n/l  -  ('-  f^x  =  »ol/l  -  Uo-  +  arc  sin  u^  =  -«J'»  +  arc  sin  ^ 

0 

und  der  cresuchte  Flächeninhalt  oieich 

^  +  yarcsin-^». 

Der  Inhalt  des  Halbkreises  ist  also  l-7ca^,  der  Inhalt  des  ganzen 
Kreises    Ttci^.      Die    Zahl    rr    gibt    demnach    den    Inhalt    eines 
Kreises  vom  Radius  1  au. 
3.  Die  Bildkurve  von 

b 


y 


Ya' 


(—  a  ^x  ^a) 


ist   eine   halbe   Ellipse.     Der   Inhalt    des   in   der   Figur   schraf- 
fierten Flächenstücks  ist 


a^  —  x^dx  =  '^5^  _|_  iL_  arc  sin  ~  ■ 


Die  ganze  durch 


^    o-  11  —  1 
ä«  "^  fc2  ~  ^ 


Fig.  IG. 


dargestellte  Ellipse  hat  also  den  Inhalt  :Tah. 
4.  Die  Bildkurve  von 

y  =  — ]/a;^  —  a^ 


(x  ^  a) 


ist  ein  Hyperbelbogen.     Wir   wollen    das  in  der  Figur  schraf- 
fierte Flächenstück  berechnen.     Dieses  ist  gleich 


dx. 


Mit  Hilfe  der  partiellen  Integration  findet  man 

x^dx 

i^  dx  —  a^ 
Es  ist  also 


Fig.  17. 


rVx'^  —  a-  dx  =  xVx^  —  a^  —  /    ,^ 

=  xVx^  —  a^  —  I  Vx^  —  a .     _.^ 

J  J  Yx'-a^ 

2  fy^^^ä^dx  =  xVx'  -  a^  -  a^  f  ,   ^"^ 
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/'      dx 
— zu  finden,  führe  man 
yx^  —  a^  '      

X  -f-  Yx^  —  a^  =  u 
als  neue  Veränderliche  ein.     Dann  wird 


dx  + 


xdx 


udx 


also 
und 


Yx*  —  a*        Yx^  —  a 
dx 


—  =  du, 


du 
u 


/> 


dx 


yx^  —  a'' 

=  c  4-  log  (:r + Y^^-^^y 


;*  —  a« 
Unser  Fläehenstück  hat  also  den  Inhalt 

a^ y«  _  «ö  ,       x^-^Yxo'—~ä* 
2  2       »  a 

5.  Ellipsensektor  und  Hyperbelsektor.  Das  Drei- 
eck OQqPq  ist  in  Nr.  3  und  Nr.  4  gleich  ^.rQ?/^.  Daraus 
folgt,  daß  der  Ellipsensektor  OSPq  gleich 

ab  •    X,, 

-—  arc  sm  — 

2  a 

und  der  Hyperbelsektor  OSPq  gleich 

^  locr  ^o  +  Y^o^  —  a' 
2        ^  a 

ist. 


§  198.    Berechnung    von    Bogenlängen.      Wir    wollen 
definieren,  was  unter  der  Länge  des   Kurveiibogeus 

ij  =  f\  x)      ( a  ^  .r  ^  6) 
zu  verstehen  ist. 

Wir    zerlegen  <  a,  />/    in    die    Teil- 
intervalle 

<rT,  j-,>,  <x^,x^>,  .  ..,  <x^_^,hy 
(a  <x^<    ••<.»p_i  <b) 
b^   und  nennen  diese  Zerlegung  3     ^i*^  Kur- 
venpuukte,  deren  Abszissen 

o ,  x, ,  X ,  f'p_i,b 


l-'ig.  18. 

sind,  mögen 
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heißen.     Die  Länge  der  gebrochenen  Linie  AX^X.)  . . .  X     j^B 

bezeichnen  "wir  mit  Z(3j- 

Es  kann  sein,  daß  h.^)  immer  einem  Grenzwert 
zustrebt^  wenn  3  eine  ausgezeichnete  ß-Folge  durch- 
läuft. Ist  das  der  Fall,  so  kommt  jedesmal  derselbe 
Grenzwert  heraus.^)  Ihn  bezeichnet  man  als  die  Länge 
des  betrachteten  Kurvenbogens  und  nennt  den  Kurven- 
bogen rektifizierbar. -j 

Jede  Zerlegung  3  kann  man  zum  Anfangsglied  einer 
3-Kette  machen.  Durchläuft  aber  3  eine  3-JS^ette,  so  durch- 
läuft ?(3)  eine  aufsteigende  Folge.  Es  ist  also,  wenn  wir  die 
Länge  unseres  Kurvenbogens  mit  l  bezeichnen,  immer 

m  £  h 

Hieraus    können    wir    schließen,    daß  f(x)   in   <(«,  &)>   von 
beschränkter  Variation    sein   muß,   wenn   /   existieren  soU. 
In  der  Tat  ist^) 

KB)  =  iyG^..-^,.-i)^+(?/,.-y;:7r . 
»-=1 

Da 

so  hat  man 

1  =1 

Dies    bedeutet    aber,    daß  fix)    in   (o ,h;>   von    beschränkter 
Variation  ist. 

Es  muß  nun,  wenn  /  existieren  soll,  noch  eine  andere 
Bedingung  erfüllt  sein,  x^  sei  eine  Stelle  zwischen  a  und  h. 
3  sei  eine  Zerlegung  von  <(a,  &)>,  bei  der  x^  nicht  als  Teil- 
punkt figuriert,  und  (a,  ßy  sei  das  Teilintervall,  in  welchem 
Xq  liegt.  Fügen  wir  Xq  als  Teilpunkt  hinzu,  so  entsteht  die 
Zerlegung  3-     Nun  ist  offenbar 


1)  Wenn  3ii  3s  i  Bsi  •  •  •  ^i°c  ausgezeichnete  3 "Folge  ist  und 
ebenso  3i  i  82 .  3» ,  ■  •  • .  so  is*  auch  3, ,  3i .  3^ ,  3, ,  ...  eine  ausge- 
zeichnete 3-I"'olge. 

2)  Man  sagt  auch,  f{x}  sei  in  <^a,  6)>  rektifizierbar. 

3)  Wir  setzen   a  =  Xj ,  b  ^  x    und  f(x\  =  1/,, . 
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m  -  KB) =y(^o- «)'+  {f(^o)-fi^)]' 

Lassen  wir  ß  eine  ausgezeichnete  3 -Folge  durclilaufen,  so  wird 

lim{/(3)-?fB)}  =  Z-?  =  0, 
Andererseits  ist^) 

lim  { Z(B )  -  K3) }  =  y(-ro)  -  ^G-'o  -  0) !  +  \f{x,)  -  f{x,  +  0)1 

-  f{x,+  0)-f{x,-0)\. 
Es  muß  demnach 

lA-^o  +  O)- A^o-O)f  =  \f{x,+  0)-f(x,)   +  !/-(:ro)  -  /"(^ro-O)! 

sein.     Aus 

A-B\  =  \A-C  +  \Ü-B\ 

folgt  aber,  daß  C  in  dem  Intervall  <^4, -B)>  enthalten  ist.    Läge 
nämlich  C  außerhalb  \A,By,  so  wäre  eine  der  beiden  Zahlen 
Ä  -  C\  und    C-B    größer  als    Ä-B  . 

f{x)  hat  also  die  Eigenschaft,  daß  fix^  immer  dem 
Intervall  (({x^  —  0),  f{x^  +  0)>  angehört  (a  <Xq<  b).    Die 

Differenzen 

f(x,  -  0)  -  fix,) ,    fix,  +  0)  -  f^x,) 

haben  also  nie  dasselbe  Zeichen. 

Wenn  f{X)  in(a,}i}  von  beschränkter  Variation  ist 
und  außerdem  die  soeben  angegebene  Eigenschaft  hat, 
ist  der  Kurvenbogen  y  =  fix),  <i^i'^b,  rektifizierbar. 

Da  fix)  in  <a,h/  von  beschränkter  Variation  ist,  gibt  es 
eine  Zahl  K,  so  daß 

ist,  wie  man  auch  <^a,  h/  in  Teilintervalle  <  «.  /i  •  zerlegen  mag. 
Nun  hat  man  aber 


Es  ist  also  immer 

7(3)</;-(/  +  A'. 

1)  fixg  +  0>  und  f{X„  —  (t    existieren,   weil  /"  .r)  sich  in  <«,  hy  als 
Summe  von  zwei  monotonen  Funktionen  darstellen  läßt. 
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1  sei  die  obere  Grenze  der  aus  den  sämtlichen  Z(3)  be- 
stehenden Zahlenmenge.  Dann  gibt  es  eine  Zerlegung  ß , 
so  daß 

ist  (f  >  0).     Jetzt  wollen  wir  beweisen,  daß 

lim  l(^J  =  l 

ist,  wenn  ßi,  ^2?  -Ss?  •  •  •  irgend  eine  ausgezeichnete  3 -Folge 
bedeutet. 

Ist  3i?  82?  837  •  •  •  öine  ausgezeichnete  3'^olge,  so  haben 
fast  alle  3«  ^^ß  Eigenschaft,  in  jedem  Teilintervall  höchstens 
einen  Teilpunkt  von  3  ^u  enthalten.  Die  übrigen  3«  lassen 
wir  beiseite. 

Mit  3,1  wollen  wir  die  Zerlegung  bezeichnen,  die  aus  3» 
durch  Hinzufiigung  der  Teilpunkte  von  3  entsteht.     Dann  ist 

mn)>m>i-i 

und 

Ist  X  ein  Teilpunkt  von  3?  ^^^  i^  t^^m  TeilintervaU 
<^n,  ßn/  ^on  3„  liegt,  so  wird 

K8J  -  K3J 

-yK-^n)^+[/K)-/'(^j?), 

wobei  sich  die  Summation  über  alle  derartigen  Teilpunkte  x 
erstreckt.     Diese  Summe  konvergiert  aber  nach  Null,  weil 

2{ :  m  -  f{x  -  0)   +   f{x)  -fix  +  0) 


gleich  NuU  ist. 

Für  fast  alle  3n  "^ird  daher 

sein.     Hieraus  und  aus 

z(B„)>z-| 


-  fXx-o)-f{:x  +  o) 


330  Eigenschaften  der  Bogenlänge. 

folgt  aber 
Da  außerdem 

K3n)  <  l 

ist,  so  liegen  fast  alle  Z(3j  in  (J  —  £,  h,  d.  b.  es  ist 

lim  K3J  =  l- 
Wenn  f{x)  in  <^a,  h}  stetig  und  ron  bescbränkter  Variation 
ist,  so  sind  die  Bedingungen  des  obigen  Satzes  erfüllt.    Es  ist 
nämlich  wegen  der  Stetigkeit 

fix,  -  0)  =  f(xo  +  0)  =  f(x^).         (a  <  .0  <  '" 

§  199.  Eigenschaften  der  Bogenläng-e.  Wenn  die 
Funktion  f(x)  in  ^a,  l>/  rektitizierbar  ist,  so  ist  sie  es  auch 
in  jedem  Teilintervall  <«,  /3>  von  <a,  h}.  Denn  die  beiden 
für  die  Rektifizierbarkeit  charakteristischen  Bedingungen  sind 
in  <cc,  ßy  erfüllt,  wenn  sie  in  <(a,  6>  erfüllt  sind. 

Wir  wollen  die  Länge  des  Bogens 

y  =  f(x)         (a  <  X  <  ß) 

mit  l{a,  ß)  bezeichnen.  /(«,  ß)  ist  otfenbar  größer  oder  gleich 
ß  —  a. 

Für  a  <i  c  <Ch  hat  man 

Ka,  h)  =  l(a,  c)  -t-  l[c,  h). 

Man  erkennt  dies,  wenn  man  eine  ausgezeichnete  ;V^ette  von 
<a,  &>  betrachtet,  die  mit  der  Zerlegung  von  <a,  &>  in  <«,  r>  und 
(c,  hy  beginnt. 

Aus  der  obigen  Eigenschaft  ergibt  sich,  daß  die  Funktion 
l(^a,  x)  in  (a,  h;>  aufsteigend  istM: 

/(a,  X)  <  Z(a,  X  +  h).         (a  <x<  x  -r  h  <  hj 

Wenn   f{x)  in  «- o,  6/  stetig    ist.    so    ist    auch  ho,  ./ 
in  <^>,  fe>  stetig.     Es  genügt   die  Stetigkeit  von  l(a,  x)  od»-: 
l(x,  h)  =  I(a,  b)  —  l{a,  x)  für  x  =  a  und   x  =  h  nachzuweisen. 
Ist  nämlich  a<c  <h,  so  hat  man  in  ^c,  by 

Ka,  xy  =  ha,  €}  +  /<'•,  a>. 

1)  Wir  setzen  fest:  /  n,  a)  =  0. 
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Weiß  man,  daß  l{fi,  x),  a<,j'^c,  und  l{c,  x),  c^x^h,  an 
der  Stelle  c  stetig  sind,  so  ist  damit  die  Stetigkeit  von  l{a,  x) 
an  der  Stelle  c  gesichert. 

Um  die  Stetigkeit  von  l{x,  b)  an  der  Stelle  h  zu  beweisen, 
verfahren  wir  so: 

Xq  sei  ein  Wert  zwischen  a  und  b,  und  3  bedeute  eine 
Zerlegung  von  <[Xq,  by  in  Teilintervalle,  die  wir 

nennen  wollen  (x^  <.  x^  <C  •  •  ■  <C  x     ^  <_b).     Der  Ausdruck 


V. 


1  =  1 
werde  mit  6 

m 

bezeichnet.      Lassen    wir   3    ^i^iG    ausgezeichnete    3 "Folge    des 
Intervalls  (Xq,  b}  durchlaufen,  so  wird 

limk^)  =  l(x„   b). 

Wir  haben  nun  f\x)  in  <^rt,  by  stetig  vorausgesetzt.    Da 

lim  rr     1  =  b 
ist,  so  wird  also 


mithin 


\imV{x^  -  x^~y+  [f{x^)  -  f{x^_,)]' 
=  \nnV{br^^f  +  {fib)-f(x^_,)y=  0, 


p-1 

1  =  1 
Bei  passender  Wahl  von  x^,  x.,,  .  .  .,  Xp_^  (a:^  <  ä\  <  •  •  • 
<  ä;^_i  <  &)  wird  also 

>l{b-0,  b)  -  £ 
sein  (f  >  0). 

Aus    demselben    Grunde    wird    aber    bei    passender   Wahl 

von  x^,  x^^i,  .  .  .,  x,j_i,  {x^_^  <Xp<-  ■  •  <x^_^  <  b) 
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9-1 

sein  usw. 

Wäre  l(h  —  0,   &)  >  0,   so    könuten    wir   l(h-0,    h]  =  '2s 
setzen.     Dann  würde  die  unendliche  Reihe 


J^l/(^..  -  ^r-^y+  \f(^r)  -  f{^.-x)V         (v  =  1,  2,  3,  .  .  .  I 

divergieren,  weil  die  Reihe  ?  +  £  +  *  +  •••  divergent  ist.    Aber 
auch  die  Reihe 

^i/'(^,.)-/'(^..-i):     (»^  =  1.  -^  3,...) 

Aväre  divergent.     Man  hat  nämlich 


l/(^v-l-^v)^+Tfe.)-/-(^..-x)}^ 

^a:,,_i-:r,,  +    /'(^,,)-/"K._i)  , 
so     daß    die     Konvergenz    von    ^'\f{x^  —  f{x^._i)      die    von 
^Vix^.  -  ^,_i)^~+ VW  -  f{^'v^i)V  nach  sich  zieht. ^) 

Daß  aber  ^  /X^,)  fi^v-i)  i  divergiert,  widerspricht  der 
Voraussetzung,  daß  f(oc)  in  <(a,  fe>  von  beschränkter  Variation 
sind.  Die  ;^te  Partialsumme  der  Reihe  ist  nämlich  kleiner 
gleich 

2  AX)  -  n^r-i)  +  A«:^  -  fM  I  +  A^j  -  m  \ 
1 =1 

Diese  Summen  sind    aber   alle    kleiner   als   eine  feste    Zahl  K. 

Es  muß  demnach  hb  U,  h)  =  ü  sein.  Ujc,  h)  ist  also 
für  n'  =  h  stetig.     Dasselbe  gilt  von  l{a,  x). 

Ganz  ebenso  zeigt  man,  daß  l{a,  x)  an  der  Stelle  a  stetig  ist. 

Im  Falle  eines  in  <(a,  6)  stetigen  f{x)  ist  also  l{a,  x)  in 
<(r/,  b/  aufsteigend  und  stetig.  l{a,  x)  nimmt  jeden  Wert  X, 
der  den  Ungleichungen 

0  ^  A  ^  l{a,  b) 
genügt,  in  <  a,  h  •  einmal  und  nur  einmal  an. 


1)  2^(^v  —  ^. -1^  ist  eine  konvergente  Reihe  mit  positiven  Gliedern. 
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§  200.  Die  Bogenlänge  ausgedrückt  durch  ein  be- 
stimmtes Integral.  f\x)  habe  in  <^a,  b/  eiue  Ableitung 
fix),  und  f'(x)  sei  in  <[a,  &)  integrierbar.  Daß  unter  diesen 
Voraussetzungen  l{a,  b)  existiert,  kann  man  daraus  schließen, 
daß  f(^x)  wegen  der  Existenz  von  f'{x)  in  <(a,  6)>  stetig  und 
wegen 

f(x)  =  /■(«)  +ff\x)dx  (a  £  X  £  b) 

a 

in  (ji,  by  von  beschränkter  Yariation  ist  (vgl.  §  157). 

Man  kann  aber  die  Existenz  von  l[a,  b)  auch  direkt  be- 
weisen.    Wenn  a  =  a'o,  ?>  =  x    und 

a  <x\<-  ■  ■  <Xp_j^  <  b 

ist,  so  läßt  sich  der  Ausdruck 

p 

m)  =  2  i/K-^.-x)^+iffe-/-(^..-i)P 
1=1 

unter    Benutzung    des    Mittelwertsatzes    in    §  67    in    folgender 
Weise  schreiben: 
p 

1(2)  =  2  (^v  -  ^^-i)  >'i^^[/"(I5?-     (^. -1  <  ^.  <  ^\) 

1  =  1 
Da  f'(x)    in  <^«,  by   integrierbar  sein  sollte,    so   ist   (nach 
§  152)  auch 

<pix)  =  \  +  \r(x)f 

in  <(a,  hy  integrierbar.     Nun  hat  man 

Vcp{x)£(p{x). 


V(f{x)  ist  also  in  <^ö,  by  beschränkt,  weil  dies  von   cpix)  gilt. 
Ferner  ist 

y  qp  (x)  -\-ycp{x) 
also 

,  Y^x)  -V^{x)  i  ^  Y  I  (p{x)  -  (p(x)\, 

weil  9)(x)  >  1,  qp(x')  >  1.  Bezeichnet  man  mit  (?(«,  /3)  die 
Schwankvmg  von  g)(x)  und  mit  6(a,  ß)  die  Schwankung  von 
Ycpix)   in  (a,  /3),  so  ist 
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Die  mittlere  Schwankung  von  y^(x)  in  ^a,  b}  ist  daher  ebenso 
gleich  Null  wie  die  von  <p{x). 

y^(x)  ist  also  in  (a,  hy  integi-ierbar. 

Läßt    man    daher  3  ^ine    ausgezeichnete   3 "Folge    durch- 
laufen, so  konvergiert 

p 

1=1 

nach  einem  Grenzwert  1,  und  zwar  ist 

I, 

a 

Diese  Formel  läßt  sich,  wenn  man  f(x)  =  y,  also  f'{x)dx  =  dy 
setzt,  noch  einfacher  so  schreiben 

h 

l  =fydx''  +  di/. 

a 

Die  Funktion 

X 

fVl-^[f\x)Ydx        (a^x^b) 

a 

hat,  wenn  f'{x)  stetig  ist^),  das  Differential 


y'l  +  \f'{x)Ydx  =ydx^^  dy-. 
Man  nennt    es    das  Bogendifferential    der   Kurve  y  =  f(x). 

i?  L'Ol.     Bogenläng-en,  die  durch  ein  uneigentliches 
Integ^ral  dargestellt  werden.     /\.n  sei  in  <  «,  b-  stetig  uud 

von  besfhräiikttr  Variation  und  habe  zwischen  a  und  b  überall 
eine    Ableitung.        L/'(-^')J^    ^®i     ^^    jedem    Intervall    <(a',  6'X 
a  <  a'  <  b'  <  />,  aber  nicht  in  ^a,  by  integrierbar. 
Dann  ist  nach  §  2(m» 

/(a',6')=  l'Vl-\-[f'(x)fdx. 


li  Danu  ist  auch  yi-\-[f{x)]*  stetig. 
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Läßt  man  a  nach  a  und  &'  nach  &  konvergieren,  so  konver- 
giert l[a  h')  nach  li^a,  h).  Es  existiert  also  das  uneigentliche 
Integral 

b 
a 

und  hat  den  Wert  l(a,  h). 

§  202.     Beispiele.     1.  Die  Länge  1(0,  x^)   des  Parabel- 
bogens 

ist  durch  folgende  Formel  bestimmt 

l{0,  x,)=jVdx'  +  df  ^JY'^  +  p  dx. 

0  0 

Die  partielle  Litegration  liefert 

^  ,    ^  -^      r  "^Ux 

/Vi  -  -!  dx  =  .r  T/l  +  -;  -  /    y=. 


=  x]/l-\- 


so  daß  man  hat 

Setzt  man  x=ps,  so  wird 

n dx     _     r 

Schließlich  ergibt  sich 


-\-z- 


2.  Die  Länge  tp^  des  Kreisbogens 

?/  =  yi  —  a;^        {Xq  ^  X  ^  1,  —  l  ^  Xq) 
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wird    durch    ein   uneigentliches    Integral    ausgedrückt,    dessen 
Existenz  man  nach  §  201  voraussehen  kann,  und  zwar  ist: 

1 


Man  hat  nämlich  für  —  1  <  a;  <  1 
xdx 


dtj  = 


dx' 


und    dx^.  -{-  du^  =  ~ — - — 5  f 
^         1  —  X- 


yi—x- 

Da  arc  cosa;  in  <^—  1,  1)   stetig   ist   und  für  —  1  <  a;  <  1 
die  Ableitung  —  1 :  "/l  —  x^  hat,  so  ist 


*Po 


(arccosa;), 


d.  h. 


^0 


Für  Xq  =  —  1  wird  arc  cos  Xq 


arccosa'o,  also  x^  =  coscp^. 

n,  so  daß  71  die  Bogenlänge 
eines  Halbkreises  vom  Radius  1  bedeutet.     Man  hat  also 

Da  sin  x  in  (0,  n)  positiv  ist,    so 
P^  können  wir  aus  Xq  =  cos  (p^   schließen 


O 

Fig.  ly. 


^0  =  1/1  -  x^^  =  sin  (jp„ . 
Hiermit  ist  der  Zusammenhang  auf- 
^o  gedeckt,  in  dem  die  beiden  Funktionen 

Kosinus  und  Sinus  zu  dem  Einheits- 
kreise (d.  h.  dem  Kreise  vom  Radius   1)    stehen. 

Dieser  Zusammenhang  bildet  in  der  Elementarmathematik 
den  Ausgangspunkt. 

In    Fig.  19    soll    OA  =  1    sein.      Dann    hat    man    OQq  = 
cos  93^,   QFq=  BmrpQ.     cp^  ist  die  Länge  des  Bogens  AP^. 


Die  Länge  des  Kreisbogens 


ist  gleich 


oder  gleich 


(Xfl  <  a:  <  a,  —  ^  <  x^ 


V  T/T—  ü» 


X  =  au) 
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/. 


Setzt  man 

1 
du 

yi  —  H- 

so  wird  der  betrachtete  Kreisbogen  gleich  (((f^. 

cPq  ist  der  entsprechende  Bogen  auf  dem  Einheitskreis. 
Man  erhält  ihn,  indem  man  die  Endpunkte  des  betrachteten 
Kreisbogens  mit  dem  Mittelpunkt  verbindet. 

Der  Winkel,  den  zwei  Geraden,  die  sich  in  0  schneiden, 
miteinander  bilden,  wird  in  der  höheren  Analvsis  durch  den 
Bogen  gemessen,  den  sie  auf  dem  Einheitskreis  mit  dem  Mittel- 
punkt 0  bestimmen.     Ein  rechter  Winkel   ist  hiernach  gleich 

— ,  ein  gestreckter  gleich  n:. 

Die  Länge  eines  Kreisbogens  mit  dem  Radius  a 
ist  nach  dem  Obigen  gleich  a  multipliziert  mit  dem  zu- 
gehörigen Zentriwinkel. 

3.  Die  Länge  des  Ellipsenbogens 


y  =  -^ya^-x^-        (0<x<Xq,  Xq  < a) 
ist  gleich 


0 


"'-^"'-"'^^'dx. 


Wir  wollen  a  >  ?y  >  0  annehmen  und 

setzen.     Dann  ist  0</.<l,  und  das  obige  Integral  lautet 

J    r      a^ — x"  J  a* — x^ 

0  u 

Dieses  Integral  hat  die  Form 

J^(x,  yP^))dx, 


1)  k  ist  die  numerische  Exzentrizität  der  Ellipse. 

Kowalewaki,  DiEFerential-  und  Intcgral-Reclinung.  22 
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und  F{x)  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  4.  Grades.  3?  be- 
deutet eine  rationale  Operation.  Man  nennt  solche  Integrale 
ellip tische.  Sie  haben  zu  einer  ausgedehnten  Theorie  Ver- 
anlassung gegeben. 

Das  für  den  Ellipsenbogen  gefundene  Integral  wollen 
wir  jetzt  dadurch  vereinfachen,  daß  wir 
die  neue  Veränderliche 

.       X 

arc  sm  —  =  op 

a        ^ 

einführen.    Dabei  verwandelt  es  sich  in 
Fig.  20.  afY\-lHm^cpdtp. 

0 

Man  bezeichnet  das  hier  auftretende  Integral  mit  Eik,  cpq). 
(Pq  heißt  die  Amplitude  und  k  der  Modul  des  Integrals. 

Um  Eili,  (po)  zu  berechnen,  kann  man  so  verfahren.^) 
Nach  der  Binomialformel  hat  man^) 


1  -3 


yT-Fsin^g: 

1  -  I  A;2  sin V  -  2^4  ^'  sinV  -  ^^  A'  sin ^ 

Die  Reihe  rechts  konvergiert  für  alle  Werte  von  (p  gleich- 
mäßig (vgl.  §  172,  Nr.  7).  Denn  ihre  Glieder  sind  ihrem  Betrage 
nach  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  konvergenten 
Reihe 

l+/,2+/,4+... 

Man  hat  also  nach  §  172,  Nr.  4 

0  0  0 

Insbesondere  ist  (vgl.  §  16U) 

Für  e(i,-,  ^)  prtegt  man  gewöhnlich  E{k)  zu  schreiben. 
aE{k)  ist  dann  der  Viertelumfang  unserer  EUipse. 

1)  Bei  sehr  kleinem  A-  ist  dieses  Verfahren  besonders  zweckmäßig. 

2)  Man  bedenke,  daß  /,- sin-qp  \  Ä"' <C  1  ist. 
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0       F' 

Fig.  21. 


4.  Wir  wollen  den  geometrisclieu  Ort  eines  Punktes  P 
betrachten,  der  von  zwei  festen  Punkten  F  und  F'  Entfer- 
nungen mit  konstantem  Produkt  hat. 

Als  a:-Achse  benutzen  wir  die  Verbindungslinie  der  beiden 
festen  Punkte,  als  Anfangspunkt  den  Mittelpunkt  von  FF' 
und  die  y-Achse  nehmen  wir  senkrecht 
zur  a:-Achse. 

Dann    lautet    die   Bedingung,    die 
wir  dem  Punkte  P  auferlegen,  so: 

oder 

(V  +  y-  -f  c^y  —  Acrx^  =  a^. 

Im  Falle  a  =  c  erhalten  wir  die  sogenannte  Lemniskate 
(Fig.  22).     Ihre  Gleichung  lautet 

Die  Gleichung  nimmt  eine  einfachere  Form  an,  wenn  man 
sich  der  Polarkoordinaten  bedient. 

Die  Polarkoordinaten  sind  uns 
schon  einmal  begecrnet.  Wir  wissen 
aus  §  13ß,  daß  sich  im  Falle 
^"  +  ?/"  >  ^  die  Zahl  (f  (  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise)  so  wählen 
läßt,  daß 

y 


Yx^  -r  j/- 


COS9;, 


yx--^y-  ~ 


ist.  Diese  Zahl  cp  und  die  Zahl  r  =  ]/a:^  +  y^  sind  die  Polar- 
koordinaten des  Punktes  (x,  yj.  Für  den  Anfangspunkt  ist 
r  =  0  und  (f   unbestimmt. 

r  ist  die  Entfernung  vom  Anfangspunkt  und  wird  der 
Radiusvektor  genannt,  (f  ist  der  Winkel,  den  der  Radius- 
vektor mit  der  positiven  :r-Achse  bildet.^) 

Über  die  Messung  dieses  Winkels  müssen  wir  noch  einiges 
sagen. 


ij  Statt  „positive  Hälfte  der  x-Achse",  sagen  wir  auch  kurz  „posi- 
tive X-Achse".     Sie   wird  von   den  Punkten   positiver  Abszisse  gebildet. 

22* 
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Man  kann  die  positive  ir- Achse  um  den  Anfangspunkt  in 
zwei  verschiedenen  Richtungen  drehen.  Die  eine  zeichnen  wir 
als  die  positive  aus.  In  der  Figur  ist  sie 
durch  einen  l'feil  markiert.  Um  eine  Drehung 
zu  messen,  beachten  wir,  welchen  Kreisbogen 
der  Einheitspunkt  E  der  a;-Achse  beschreibt. 
Die  Länge   dieses  Kreisbogens  versehen  wir 

■^ >     mit   dem  Zeichen   -|-,  wenn  die  Drehung  im 

j,.    23.  positiven,  mit  dem  Zeichen  — ,  wenn  sie  im 

aeffativen  Sinne  stattfindet. 


0 


Wenn  die  positive  a;- Achse  nach  einer  Drehung  um  qp 
durch  den  von  0  verschiedenen  Punkt  P  hindurchgeht,  so 
sagen  wir,  daß  OP  mit  der  positiven  a:-Achse  den 
Winkel  ^  bildet. 

Mau  wählt  die  positive  Drehungsrichtung  gewöhnlich  so, 
daß    die   positive   //-Achse    mit    der    positiven   ;r  Achse 

den  Winkel  —  bildet. 

Führt  uiau  nun  in  die  Lemniskatengleichung  Polarkoordi- 
naten ein,  setzt  man  also 

ic  =  r  cosg?,       p  =  r  .sing), 
so  ergibt  sich 

r^  —  2  r'- c^  {cos- cp  —  sm'-cp)  =  0 
oder^) 

y2  _  2c2  cos2qp  =  0     oder     r  =  aYvos^q) .    (a  =  cy2) 

Wenn  cp  von  0  bis—  zunimmt,  nehmen  r  und  ./•  =  rcosqp 

von   a  bis   0   al).     Dabei    wird    der  Bogen   ÄP^O   beschrieben. 
Wir  wollen  die  Länge  .s  des  Lemniskatenbogens  APq  be- 
rechnen,    r^,  (Pq  seien  die  Polarkoordinateu  und  x^,  y^  die  car- 
tesischen  Koordinaten  von  P^.     Dann  ist 

a 

s  =  /V^*  +  d,f' . 


1)  Wir  köuuen   den  Faktor  r-  streichen,   da   auch   die   neue  Glei- 
chung den  Wert  r  =  0  liefert,  nämlich   für  cp  =  ^  ■ 
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Wenn    man   nun    die    neue   Veränderliche    (p    einführt,    so 

wi  rd 

(ix  =  d(r  cosg;)  =  —  r  sinq)d(p  +  cosq)dr, 

dy  =  dir  sin 9^)  =  /•  cos cpdq:  +  singj^^r, 
mithin 

dx^-]-  dy-=  r'^d(p'-\-  dr^ 
oder,  da 

r  =  a]/cos2^      und      dr  = L  <?qp 

y  cos  2  qp 

ist, 

■^  cos2gj' 

also 


y  cos2qp 


Das  Integral  lautet  jetzt 

s 
Da  9^0  <        ist.  so  wird 


Vo  «Po 

/      (Zop  /  dop 

a  /  -  ,^-^      =  a  \  =^ 

J  ycos2g;  J  yi  — 2  8in^qp 


sinqp  <  —-,     also     y2  sinqo  ^  1 

sein.     Wir  können  daher 

t'  =  arc  sin(]/2  sin^) 
setzen.     Dann  ist 

y'2cosqpf7g) 


d\\) 


j/l  — 2siii^9 
und 

1 

1/2 
also 


sm^  =    '_  sini^',       cos 9;  =  V  1  — ^sin^t^, 


s--i^l  —7===  •       (sin  i/'o  =y^  sin  ^J 


0 

Man  pflegt 

f—  ^^^  (P<  1) 


1)  Da  da;>0,  ist  d9<0. 
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mit 

zu  bezeichnen.^)     Danach  ist 


s=^^Fi 


Zur   Berechnung   von   F[k,  t/^q)   gibt   es    eine   sehr   schöne 
Methode  von  Gauß,  die  in  folgendem  besteht. 
Es  sei  das  Integral 


/, 


^^  (a>&>0) 


Ya-  cos-qp  -f  b^  sin^il) 


0 

zu  berechnen,^)  wobei  0  <  i^-^  <  „    ist. 

Man  führe  eine  neue  Veränderliche  cp  ein,  die  mit  ?/•  durch 

die  Relation 

2  a  sin  qp 


sin  ip  = 


a  -{-  b  -\-  (a  —  b)  sin^qp 
verbunden  ist.^) 

Dann  hat  man 

,    7,  a-f-&  — (a  — &)8in-qp       ->  , 

^    ^  {a-\-b-\-{a  —  o)sin*qp^  ^     ^' 


^  a  +  ft  +  (a  —  ö)sin*qp  ^' 

i/o        2  ,     ,    J2    •    2  ,  a  4- &  —  (a  —  fc)  Pin*qp 

Va-  cos^t^'  +  ö-^sin^i^  =  a  ■      ,  ,   .  ;       ,.   •  •     • 

'^  ^     '  ^  rt -|- b -f- (a  —  o)  sin-qp 

so  daß 

dij)  dtp 


1/  I  I  cos^qp  -t-  «c)  sin^qp 

ist  und 


1)  F{k\  ij>o)  ist  ein  elliptisohea  Integral.     Man  erkenut  ilies  .sofort, 
wenn  man  9ini|)  =  u  als  neue  Veränderliche  ».'inführt. 

2)  Um  F(A-,  1^0^   '-"  haben,   muß   man   a  =  l,  b  =  yi—k*  setzen. 

3)  Wenn  qp  von  0  bis    ^    zunimmt,  nimmt  auch   f  von  0  bis  ^^    zu. 
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Vo  fpo 

/rfijj  r  d(p 

Ya   cos- tp -\- b- sin^ ip       ,/  "[/ai'cos-qp-}- &i'sin-qp 

0 


0  0 


Führt    man    eine    neue   Veränderliche    j(^    ein,    die    mit    cp 

durch  die  Relation 

2  a.  siny 

smoD  =  — ,  ,     ,    ' ,  ,  ■  , 

^        ai  +  &i  +  («i  — ^)8in-% 


zusammenhängt,  so  wird 


dq>  r  d% 


/!= , 

0  0 


usw. 

Wenn  «  >  /j  >  0  ist,  so  hat  man  immer 

Aus   dieser   Bemerkung   können    wir   entnehmen,    daß    für 
w  =  1,  2,  3,  .  .  . 

Die  Folgen  a,  a^,  «g,  .  .  .  und  h,hj,h^,  .  .  .  sind  daher  monoton 
und  beschränkt.     Es  existiert  also  lim«,    und  lim&„.     Da 


71  —  1    '       n—  1 


ist,  SO  hat  man 


lim  ««  =  Y  (li™  ö^«  - 1  +  lini  &„  _  j )  =  —  (lim  a„  +  lim  bj , 
d.  h. 

lim'a„  =  lim  &„ . 

Gauß  nennt  diesen  gemeinsamen  Grenzwert  von  a„  und 
b„  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  der  beiden 
Zahlen  a  und  h.  Er  bezeichnet  es  mit  /t(a,  6).  Man  hat  für 
w  =  0,  1,  2,  .  .  . 
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Nehmen  wir  an,   daß  man   das  obige  Transformationsver- 
fahreii  bis  zu  dem  Integral 


Jv» 


d( 


l/«  ^  cos^ft)  +  b  ^sin  *co 

y      /i  n 

fortgesetzt  bat.     Da  offenbar^) 

d(a 


\  J  y« 


t/o  -  COSTCO +  fc  ^sin-Q)        ^,, 

Q         r       jj  n  " 

ist,  so  ist  auch 


^  ^    /* ^^V; ^   «0.  . 

^"       ^  "j/a^cos*!/) -j- &*sin*i/>        "n 

0 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß 

^0  ^  9^0  ^  Zo  ^  •  •  • 
ist.     Die   positiven   Zahlen    j/'q,  (po)  Xoj  ■  ■  ■   bilden  also  eine  ab- 
steigende  Folge.      A    sei    der    Grenzwert    dieser   Folge.      Dann 
haben  die  Folgen 

%       «Po        Xi>  1         ^'o       ^0        Xo 

a'    a/    «,'   ■  ■  ■  &  '    5/    5.,'   ■  ■  ■ 

beide  den  Grenzwert 

X  :  fi(a,  b). 
Es  ist  also 

dip  l 


,y  ■j/a*cos*'i/j 


+  &*sin*T/;       ;*(«,&) 


Im  Falle  i'Q  =  ^    sind    q^,  Xq,  ■  ■  ■   alle   gleich     ., ,    mithin 
ist  auch  A  =  '      und  man  hat 


dt\} 


Va*cos»t/>  +'6*8in*i/>       2/t(a,  6) 


§  203.    Bogenlängen  von  Raumkurven.    f{t),g(t),  h(t) 
seien  in  <a,ßy  diÖereuzieibai-.     Di»-  Ableitungen  t'{ß),  g{t),1i{t) 

1    Man  liedenke.  daß  6  *  «<  a  *C08*w-l-6  *sin*a)<I«  '. 
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seien  in  ''a,  /3>  integrierbar,  und  [/"(0]'+  [^(0]^+  [//(^)]- habe 
in  ^a,  ßy  eine  positive  untere  Grenze. 
Setzen  wir 

^-m,   y-9(f),   ^-Mt) 

und  betrachten  wir  x,  y,  z  als  rechtwinklige  cartesische  Koordi- 
naten, so  entspricht  jedem  Wert  t  aus  <«,  /3>  ein  Punkt  im 
Räume.  Den  Inbegriff  dieser  Punkte  nennen  wir  eine  Raum- 
kurve. 

Wenn  f^:  <  fj  <  •  •  •  <  ^„_i  <  /3  ist  und  wir  verbinden  den 
Punkt 

mit 

x-f{Q,  y-9it.),  ^  =  KQ 

{v=l,2,...,ir,  t^^a,t^=ß) 

geradlinig,  so  entsteht  ein  der  Kurve  einbeschriebener 
Linienzug. 

Die  Länge  dieses  Linienzuges  nennen  wir  ?(3),  indem  wir 
mit  3  die  dabei  benutzte  Zerlegung  des  Intervalls  <«,  ßy  be- 
zeichnen. 

Wir  werden  zeigen,  daß  ?(3)  einem  Grenzwert  l  zustrebt, 
wenn  3  irgend  eine  ausgezeichnete  3-Folge  durchläuft.  Diesen 
Grenzwert  nennen  wir  die  Bogenlänge  der  Kurve.^) 

Für  Z(3)  ergibt  sich  der  Ausdruck 

z(3)=^yT/-a)-/'(Ci)}^+{^(o-5'a-i)}'+(KO-Äa-i)}' 

r=l 

oder  unter  Anwendung  des  Mittelwertsatzes 


K3)  -:2{K-K_,)V[rM?+  [nß.)f^  ifWf- 

Wir  wollen  jetzt  mit 

a,,  &,,  c,   die  unteren, 


mit 


von 


A^.,  B^.,  C\.  die  oberen  Grenzen 


1)  Man  kann  hier  eine  ähnliche  Untersuchung  durchführen  wie  die 
in  §  198.     Das  überlassen  wir  dem  Leser. 
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\fm\  W{t)]\  mm 

in  dem  Intervall  <(/,_i,  ^,,^  bezeichnen.     Dann  ist 

Da  _ 

_  (^,-a,)  +  (g,-b.,)  +  (C,-6-„)  ^  (/Iv-a,)  +  (5,  -  &„,  +  (0,-  c,) 

ist,  wenn  wir  mit  K^  die  positive  untere  Grenze  von  /""  +  //'^  +  h"^ 
in  <^o;,  ßy  bezeichnen,  so  kann  die  Differenz  von 


nicht  größer  sein  als 

Jeder  der  drei  Bestandteile  dieses  Ausdrucks  konvergiert  aber 
nach  Null,  wenn  3  6"ie  ausgezeichnete  ^"^olge  durchläuft. 
T,.  sei  ein  beliebiger  Wert  aus  <(^,,_i,  f^-     Dann  ist 

Aus  diesen  Ungleichungen  können  wir  die  Integrierbarkeit  von 
yf^+y'^+h'-  folgern.  Ist  nämlicli  m,  die  untere,  ^JOi,  die 
obere    Grenze    und    y,    die    Schwankung    dieser    Funktion    in 

^(^-^.-l)Va..+&:+^<^(^-^_Om, 

also 

und 

wenn  3  ^i^^^  ausgezeichnete  3"Folge  durchläuft. 
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Jetzt  sind  wir  sicher,  daß 

ist,   folglich  auch 

i  =  Hm  z(3)  =fvmWT[gV)7+WWfdf- 

a 

Bedenkt  man,  daß 

dx  =  f'(t)dt,     (hj  =  g'(t)  dt,     ds  =  h'(t)  dt 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

l  =jyjx^+dy^+dz'. 

a 

Sind  f,  g',  h'  in  (a,  ß)>  stetig,  so  hat  der  Bogen 
t 
fVdx^+diß^dz^  {cc^t£ß) 

a 

das  Differential 

yd^-\-  dy^  +  ds^ 

Man  nennt  diesen  Ausdruck  daher  das  Bogendifferential. 

§  204.    Beispiel.     Durch  die  Gleichungen 
X  ^  a  cos  t,     y  =  a  sin  t,     g  =  ht 

wird  eine  gewöhnliche  Schraal)enlinie  dargestellt. 
Hier  ist 

dx  =  —  asintdt,     dy  =  a  cos  t  dt,     dz  =  bdt, 

also  das  Bogendifferential  gleich 

Ya'^+b^dt 

und  die  Länge  eines  Bogens 

fya--\-b^  dt  =  {t,  -  fo)  l/«M- P. 
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Kapitel  XVIII. 
Doppelintegrale  und  Kurveiiintegrale. 

§  205.     Definition    des    Doppelintegrals    in    einem 

speziellen  Fall.     In  dem  Rechteck  ^j 

a  <  X  <.b,     c  <,y  <.  d 

sei  eine  Funktion  f{x,  y)  definiert.     Wir  zerlegen  <'a,  V}  in  die 
Teilintervalle 

<^,„-i.^,<>         (lt*=  1,2,  ..  .,p-  3^0=  a,Xp^h) 

und  (c,  d)  in  die  Teilintervalle 

<2/r- 1 ,  y,>-  (^^  =  1.  2,  .  .  .,  2;  //o  =  c,  ?/,  =  d) 

Dadurch  entsteht  eine  Zerlegung  ;^  des  Rechtecks  <(a,  b-  c,  dy 
in  die  2^1  Teilrechtecke 

'  ^,« - 1 '  ^u ;  y, - 1 ;  ?/. >      K - 1  <  ^.u ,  y,-i<y^- 

/;,,    sei   irgend   ein  Wert,    den  fix,  y)   in   <a;,_i,  a"^,;    .'/,_],!/,> 
annimmt. 

Wir  wollen  den  Ausdruck 

2M',  -  ^\,  _  i)  (^,  -!/,.-:)  /;, ,  =  ®  (3) 

betrachten. 

Es  kann  sein,  daß  er  immer  einem  Grenzwert  zustrebt, 
wenn  3  eine  ausgezeichnete  ^  I'^'lge"'  durchläuft.  Dann  sagen 
wir,  daß  f{x,y)  in  <«,  fe;  c,dy  integrierbar  ist  und  nennen 
den  Grenzwert=^)  von  ^\x„  —  x^^_^)  (//,  —  y,_i)f., ,  das  Integral 
von  fix,  y),  erstreckt  über  das  Rechteck  <a,  6;  c,  d}.  Man 
bezeichnet  dieses  Integral  mit 


1)  X,  y  betrachten  wir  als  roclitwiuklifjfe  Koordinaten. 

2)  3i ,  3s ,  3y ,  •  •  heißt  eine  ausfjc/ciehnete  3-Folge,  wenn  lim  6„=  0 
ist.  ö„  ist  dabei  die  Maxiiualliinge  der  Diagonalen  oder  kurz  die  Maxi- 
maldiagonalo   der  Teilrechtecke  von  3«- 

3i  Wenn  3i.  3,,  Sa-  •  ■  •  und  J^,  3,,  3,,  .  .  .  ausgezeichnete 
3-Folgen  sind,  so  ist  auch  3n  3i  i  3. .  3s ,  •  •  •  ^i^e  solche.  Daraus  folgt, 
daß  der  oben  genannte  Grenzwert  stets  derselbe  ist. 
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J  J  f{^',y)(^^^ih 

wobei  noch  hinzugefügt  werden  muß,  daß  <[a,h\  c,dy  das  Inte- 
grationsgebiet ist. 

§  206.      Monotone    Polgen    mit    dem     Grenzwert 

/   I  f(x,  i/)dx(lt/.      Wenn   das   über   <«,  6;  c,dy    erstreckte 

Integral  J  von  f(x,  y)  existiert,  so  gilt  folgender  Satz. 

Jedem   positiven    s   läßt    sich   ein   positives    ö   ent- 
gegenstellen, so  daß 

I  J  -^(^V  -  ^^  -  l)  ilfr  -  y ,-  l)  t]c  r    <  « 

ist,  sobald 

Ca  =  l,2,...,i);   v=^l,2,...,q) 

sobald  also  die  Diagonalen  aller  Teilrechtecke  kleiner  als  d  sind. 
Bildete  «  =  fg  ^^^^  Ausnahme  von  dem  Satze,  so  gäbe  es, 
wenn  wir  d  =  1/n  (w  =  1,  2,  3,  .  .  .)  setzen,  einen  Ausdruck 
®(3/i)?  '-^^^'  ^0^  J  wenigstens  um  fß  abweicht,  während  die 
Diagonalen  aller  Teilintervalle  kleiner  als  l^n  sind,  ß^,  ^o?  Bs?  •  •  • 
wäre  also  eine  ausgezeichnete  3"Folge,  und  doch  hätte  man  nicht 

lim  ®  (3 J=J. 

Wir    können   jetzt   schließen,    daß   f[x,  y)   in    <(«,  b\  c,  dy 
beschränkt    ist.       Da    unter    der    Bedingung    (ic;,^  —  oc     j)'^ 

+  {y,-y,._,f<^' 

(^1  -  ^o)  I ?/! -  ?/o)  1/ii '  <  ^!  +  2^'{x,,  -  X,, _ ;) ( y,  -  y,_,)\f„ ,\  +  s 

ist\),  so  folgt,  wenn  wir  alle  /",, ,  außer  /"^  festhalten,  daß  f\^ 
zwischen  zwei  festen  Zahlen  liegt,  daß  also  f(x,  y )  in  <^Xq,x  ^ ;  «/q,  /yi> 
beschränkt  ist.  Ebenso  ergibt  sich,  daß  fix,  y)  in  jedem  andern 
Rechteck  (3Cf,_i,  x^^;  y,._i,y,y>  beschränkt  ist. 

m,, ,,   sei  die  untere,  äR,, ,.  die  obere  Grenze  von  f(x,y)  in 
<^^-i;*'^;  y,-i,y,>-     Dann  ist 

1)  Der  Strich  an  dem  Z'-Zeichen  bedeutet,  daß  ein  Glied  der  Summe 
fehlt.     Hier  ist  es  das  Glied  (x^  —  x^)  {y^  —  2/o) '  /"u  |  • 
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^{oD^,  -  X,  _  i)  {y,  -  p,  _  i)  m^, ,,  die  untere, 
^{^fc-  ^,.-i)iy,-  Vr-^y^^l.^^  die  obere 
Grenze   der  Ausdrücke   @(3)    bei  festgehaltenem  ß.     Da  nun 
unter  der  Bedingung  (oc^^  —  ^u-iY  +  iVr  ~  Vr-if  <^  ^^ 

lJ-®(3),<^ 

ist,  so  werden  die  Ausdrücke 

8(3)  =  ^(^,„--^,-i)(y.-2/,.-.)9?i,.. 

von  J  höchstens  um  e  abweichen. 

Nun  sei  ßj,  Ba?  ßa?  •  •  •  ^^^^  ausgezeichnete  ß-Folge.  Dann 
erfüllen  fast  alle  3„  die  Bedingung  (a:„—  a;„_i)^+  (y,  —  yy-iTK  ^"• 
Daher  werden  fast  alle  S(3«)>  8(3«)  ^^^  *^  höchstens  um  e 
differieren.     Das  bedeutet  aber 

lims(3„.  =  ,7,     limS(3J  =  ^- 

^s^  3i;  Bsj  337  •  •  •  ßine  ausgezeichnete  3' Kette,   entsteht  also 
jedes  3„  +  i  ^^s  3n  durch  Hinzufügen  neuer  Teilungslinien,  so  ist 
*(3i);  s(32),  s(33),  ...  eine  aufsteigende, 
8(3i)7  S(32);  S(33)'  •  •  •  eine  absteigende 
Folge   mit   dem    Grenzwert  J.      Man    kann   mit   jedem    3    ^^^ 
ausgezeichnete  3 "Kette  beginnen.     Daher  ist 

«(3)<jJ/"(^.y)^^^y<S(3)- 

Insbesondere  hat  man 

{h  -  a)  (d  -  c)m  <jytV,  il)dxdy  £(h  -  a){d  -  c)m. 

Dabei  bedeutet  m  die  untere,  ^l'i   die  ohere  Grenze  von  f\z,  y) 
in  <^a,  &;  r,  dy. 

§  207.  Oberes  und  unteres  Integral  einer  be- 
schränkten Funktion.  Wenn  }>j:,y)  m  \a,h]  cd}  be- 
sclirilnkt  ist,  so  haben  (\'\v  Ausdrücke  s(3)und  S(3)  einen  Sinn. 

Durchläuft  3  eine  ausgezeichnete  3 -Kette,  so  konvergiert 
s(3)  aufsteigend  nach  einem  Grenzwert  S  und  8(3^  absteigend 
nach  einem  Grenzwert  J«^  (^  s).     Man  schreibt 
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s=^JJfXx,y)dxdy 
und 

g  =  /  I  f{x,  y)dxdy  (erstreckt  über  (a,  h]  c,  d^) 

und  nennt  s  das  untere  und  ^  das  obere  Integral  von 
f(x,  tj)  in  <a,  &;  c,  (T}. 

Man  kann  beweisen,  daß  siß)  und  ^(^)  auch  dann  nach 
S  bzw.  ^S  konvergieren,  wenn  3  irgend  eine  ausgezeichnete 
3 -Folge  durchläuft. 

Hat  man  zwei  Zerlegungen  3  und  3  ^on  <^a,  h]  c,  cT},  so 
zerfallen  die  Teilrechtecke  von  3  in  zwei  Klassen: 

1.  solche,  die  in  einem  Teilrechteck  von  3  enthalten  sind^ 

2.  solche,  die  diese  Eigenschaft  nicht  haben. 

Die  Glieder  (^„  —  ä-„_i)  («/„— 2/„_j)ä)?„,.  von  <^(3")  nennen 
wir  (Glieder  erster  oder  zweiter  Klasse,  je  nachdem  das  Teil- 
rechteck <f^„_i,  ^„;  Vv-i^y^  2^^  ersten  oder  zweiten  Klasse 
gehöi-t. 

Die  Teilrechtecke  zweiter  Klasse  geben  eine  Summe,  die 
kleiner  als 

{{p-  l){d-c)  +  ij-  l){h-a)]Ö  =  l;6 

ist. \)     In  jedem  Glied  zweiter  Klasse  in  S(3)  woUen  wir  9Ji,j, 
durch    tn,,,    ersetzen.      Dann    wird    das    so    modifizierte    J^(3) 
kleiner   als  S'^3,)   ^^i^-     ^^^   vorgenommene  Verkleinerung   ist 
aber  nicht  größer  als  hd(W  —  m). 
Wir  haben  also 

Aus  demselben  Grunde  ist  aber 

S(3)^S(B)  +  /^-^(5m-m), 

wobei 

k  =  (p  -l){d-  c)  ^{q-r)(h-  a) 
sein  soll. 


1)  p,  q  haben  für  Q  dieselbe  Bedeutung  wie  p,  q  für  3  ^  ist  die 
Maximaldiagonale  der  Teilrechtecke  von  3-  ^  tat  dieselbe  Bedeutung 
für  3. 
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Jetzt  wollen  wir  unter  3i>32>33j  •  •  •  ^^^6  ausgezeichnete 
3-Folge  und  unter  3ii  02?  Sa?  •  •  ■  ^'ine  ausgezeichnete  3-I^<^tte 
verstehen. 

Die  Folge  S(3i),  SCSa),  SCBs),  •  •  •  ist  beschränkt,  weil 
immer 

{h  -  a)  {d  -  c)m  £  8(3j  <  (&  -  «,'  {d  -  C)m. 

S(Bi')^  8(82')?  SCBs');  •  •  •  sei  eine  konvergente  Teilfolge  von 
ihr  mit  dem  Grenzwert  ^'.     Dann  ist  also 

liniS(3J  =  S     und     limS(3:)=S'. 

Wenden  wir  auf  S(3n)  und  S(3j,)  ^ie  oben  für  S'3' 
and  S(3)  aufgestellten  Ungleichungen  an,  so  erhalten  wii- 

S(3„;)<8(3J  +A-.„ö;;(9}?-m), 
S(3„)  ^S(3:)  +  <.<5„(9)?-m). 

?T alten  wir  n  fe.st  und  lassen  m  die  Folge  1,  2.  3,  .  .  . 
durchlaufen,  so  liefert  die  erste  Ungleichung 

S'£S(3J- 

Halten  wir  dagegen  m  fest  und  lassen  n  die  Folge  1,  2, 
3,  .  .  .  durchlaufen,  so  liefert  die  zweite  Ungleichung 

S^8(3:)- 

Lassen  wir  in  diesen  neuen  Ungleichungen  m  und  u  l»eide 
die  Folge  1,  2,  3,  .  .  .  durchlaufen,  so  ergibt  sieh 

S'<S     und      S<S'. 
d.h. 

8'=S- 

Damit    ist    bewiesen,    »hiß    die    beschränkte   Folge   S(3i 
J:^(3o),  S'3.s)?  ■  ■     uur   einen    Häufungswert,    nämlich    S.    hat. 
Das  bedeutet  aber 

l"nS'3J  =  S- 
Wendet    man   die  obigen  Betrachtungen  auf  die  Funktion 
—  fix)    an,    so    ist    für    S    ^'-u    setzen    —  s    und    für   8(3ii)   ^u 
setzen  —  s(3j-     Die  obige  Gleichung  liefert  dann 

lim  s (3,1  =  s. 
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§  208.  Integrabilitätskriterium.  f{x,y)  ist  in  <a,&;  c,dy 
dann  und  nur  dann  integrierbar,  wenn  f{x,  y)  in  <(a,  &;  c,  d^ 
beschi^änkt  und  das  obere  gleich  dem  unteren  Integral  ist.  Die 
zweite  Bedingung  läßt  sich  noch  etwas  anders  ausdrücken. 
Man  bezeichnet  Ü}?  —  m  als  die  Schwankung  von  fix,  if)  in 
<^a,  &;  c,  dy  und  entsprechend  3)?,^,  —  m,,,,  =  a^^  als  die 
Schwankung  von  f(x,y)  in  (x^^_i.  x^/.  ?/,,_i,. //,  >• 

rf-x,  -  s(3)-s(3)  _  ^(^^-^^-i)(y.-yv-i)^v 

ö  VO  '       (b  _  a)  (d  —  c)  (6  —  a){d  —  c) 

heißt  die  mittlere  Schwankung  von  fix,  y)  in  den  Teil- 
rechtecken von  3-  Läßt  man  3  ^^^^  ausgezeichnete  3 "Folge 
durchlaufen,  so  konvergiert  (?(3'  uach  dem  Grenzwert 

S-s 

{b  —  a){d  —  c) 

Dieser  Grenzwert  heißt  die  mittlere  Schwankung  Yon  fix.  y) 
in  (a,h\  c,  d/. 

Die  Funktion  fix.y)  ist  also  in  <o,  b:  c,  d>  inte- 
grierbar, wenn  sie  beschränkt  ist  und  die  mittlere 
Schwankung  Null  hat. 

Die  mittlere  Schwankung  ist  null,  wenn  sich  jedem  posi- 
tiven 8  eine  Zerlegung  3  entgegenstellen  läßt,  so  daß 

<3)  <  ^ 

ist. 

Der  Fehler,  mit  welchem 

das  über  ^a ,  h:  c,  d)  erstreckte  Integral  von  f(x,  y)  darstellt, 
ist  höchstens  gleich 

ib-a)id-c)6i^). 

§  209.   Die  Integrale 

jj  (/+</)  (Ix  dy,    Ijfo  djL'  dy,    \  jydxdy,  j  j  \f\dxd  y. 

Wenn  /"  und  //  in  (a,  &;  c,  d/  integrierbar  sind,  so  gilt 
dasselbe  von  f-{-g,  fg,    f\  und    g  . 
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Zerlegungsformel. 


Wenn  /'  in  <(a,  &;  c,  et}  integrierbar  ist  und  \f  eine  posi- 
tive untere  Grenze  hat,  so  ist  auch  1  :  /"  in  (ci,h;  r,  d^  inte- 
grierbar. ■^) 

§  210.  Zerlegungsforniel.  Wenn  f(x,  y)  in  dem  Recht- 
eck 9i  integrierbar  ist  und  man  zerlegt  91  durch  Parallelen 
zu  den  Achsen  in  p  Teilrechtecke 

''Hy  *'*2>  •  •  •  '  ^V> 

SO  ist  f{x,  y)  in  jedem  dieser  Teilrechtecke  integrierbar. 

umgekehrt  folgt,  wenn  die  Funktion 
f(x.  y)  in  jedem  der  Teilrechtecke  integrier- 
bar ist,  daß  sie  auch  in  9?  integrierbar 
ist.  Das  ergibt  sich  alles  sofort  aus  dem 
Kriterium  in  §  208. 

Betrachtet  mau  eine  ß- Kette,  deren 
erstes  Glied  die  Zerlegung  von  9i  in  Üij,  9^2?  •  •  •  ?  ^p  ^^t,  so  er- 
kennt man,  daß 

fffdxdy  =fffdxdy  +fffdxdy  +  ■■■  -^jjfdxdy 


«. 

^3 

R, 

Rz 

Fig.  21. 


ist.     Dabei  bedeutet 


jjfdxdy 


Fig.  25. 


das  über  9?  erstreckte  Integral  von  f{x,  y).    Die  Integrale  rechts 
haben  eine  ähnliche  Bedeutung. 

Die  obige  Zerleguugsformel  gilt  auch 
dann  noch,  wenn  9t  auf  irgend  eine  antlre 
Art  in  Kecktecke  zerlegt  ist,  deren  Seiten 
parallel  zu  den  Achsen  sind  ( vgl.  Fig.  25). 
Durch  Verlängerung  dieser  Seiten  erhält 
man  nämlich  sofort  eine  Zerlegung,  wie  wir  sie  oben  be- 
trachteten. 

§211.  Beispiele  integrierbarer  Punktionen.    1    ff  i^) 

1)  Beweis  ähnlich  wie  in  §  152  f.  Man  muß  benutzen,  daß  c  ^  3)i  —  m 
die  obere  Grenze  von  f{x,  y^  —  f'x,  y)  ist,  wenn  'a;,  y),  (^i  y^  Punkte 
in  <  (i  ,h\  c^  d}  sind. 
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=  f{x,  I/o)  sei,  wenn  ^^  irgend  ein  fester  Wert  aus  <(c,  ciy  ist, 
in  <[a,  hy  absteigend  (a<ih,  c<Cd).  Ebenso  sei  ^{y)=f{xQ,y), 
wenn  Xq  irgend  ein  fester  Wert  aus  <(a,  Vy  ist,  in  <^c,  d}  ab- 
steigend. Wir  wollen  zeigen,  daß  dann  f(x,  y)  in  <(a,  6;  c,  tT} 
integrierbar  ist. 

Die  erste  Bedingung  für  die  IntegTierbarkeit  ist  erfüllt. 
f{x,y)  ist  in  <«,?>;  c,  cT)  bescbränkt.  Der  größte  Wert  ist 
f{a,  c),  der  kleinste  f(h,  d). 

Nehmen  wir  eine  Zerlegung  3  c^es  Rechtecks  <(a,  &;  c,  (T) 
in  p^  gleiche  Teürechtecke  vor,  so  ist  die  mittlere  Schwankung 
<?(3)  in  diesen  Teilrechtecken  gleich 

y  2  ^  ^  *^^'."  - 1 '  ^'A  - 1)  -  f(x,u >  Vy) }  • 
Es  heben  sich  hier  alle  Glieder  fort,    in  denen  beide  Indizes 
größer   als  Null   und   kleiner   als  p   sind.     Es   bleiben  nur  die 
2p  —  1   Glieder 

/K; yo),  /"K' yi),  ••■>  fi^o, yp-i), 

f(x^,yo),  ..-,  f{Xp_^,y^) 
und  die  2p  —  1  Glieder 

- tX^p^ Vx)^  ■■■,  -  fi^p^ yp-il  -  f{Xp, yp), 
-fi^i>yp)>  ■•■,  -flxp-x,yp) 

übrig.  Die  erste  Gruppe  von  Gliedern  hat  eine  Summe,  die 
kleiner  gleich 

{2p-l)f{a,c) 

ist,  während  die  Summe  der  zweiten  Gruppe  kleiner  gleich 
-  {2p  -  l)f{h,  d) 


ist.     Man  hat  also 
also 


lim  ö(3j  =  0. 


2.  Wenn  die  Funktion  f{x,  y)  in  (ci,  6;  c,  d}  stetig  ist, 
so  ist  sie  in  (a.  b:  c,  d)  integrierbar. 

Aus  §117  wissen  wir,  daß  f{x,tj)  beschränkt  ist.  Es 
kommt  also  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  daß  die  mittlere  Schwan- 


kung gleich  Null  ist. 


23" 
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Diese  Frage  wird  durch  den  Satz  von  der  gleichmäßigen 
Stetigkeit  erledigt: 

Wenn  f(x,y)  in  dem  Rechteck  SR  stetig  ist,  so  läßt 
sich  jedem  positiven  e  eine  Zerlegung  von  9i  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Teilrechtecken  entgreffenstellen 
derart,  daß  in  jedem  Teilrechteck  die  Schwankung 
von  f(x,  y)  kleiner  als  s  ist. 

Angenommen,  f „  (>  0)  machte  eine  Ausnahme.  Zerlegt 
man  9?  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  in  p^  gleiche  Teil- 
rechtecke, so  müßte  in  einem  dieser  Teilrechtecke  die  Schwan- 
kung größer  gleich  s^  sein.  Ist  fiXp.y^  der  größte,  f{x.^,y^) 
der  kleinste  Funktionswert  in  dem  betreffenden  Teilrechteck, 
so  hätte  man 

x^,  x^,x^,  . . .  sei    eine  konvergente  Teilfolge  von  x^^x^,x^^  . . . 

und  ^1,  ^2»  ?/3'  •  ■  •  die  entsprechende  Teilfolge  von  y^,  y^,  y^, 

Ist  t)^,  1)2,  1)3,  ...  eine  konvergente  Teilfolge  von  yi,  y^,  y^,  -  • ., 
so  ist  auch  Xi,  h)  h;  •  ■  •  j  ^^^  entsprechende  Teilfolge  von 
2\j  x^,  x.^,  .  .  . ,  konvergent.     Es  sei  nun 

lim  y^  =  jr     und     lim  l)^  =  l). 
Dann  ist  offenbar  auch ' ) 

limj/=j     und     limli/=l); 
denn  man  hat 

■^p-%  <  p^  \yp-yp  <  -7- 

und  um  so  mehr 

'  .  b  —  u  ,  d—  c 

\lp-lp   <     p     '      l%-%   <     p     • 

Aus  lim  x^p  =  X,  lim  ^„  =  D  folgt  aber  wegen  der  Stetig- 
keit von  f\x,  y) 

uud  aus  lim  i* '=  X,  lim  t)„'=  l)  folgt  ebenso 
limf{x;,\);)  =  f{X,l)). 

1)  Der  Teilfolge  fi  1  l« ,  Es ,  •  •  •  '^on  .r, ,  Xj ,  .r, ,  ...  sollen  in  x^\  x,', 
X3',  .  .  und  j/,',  j/,',  //,',  ...  die  Teilfolgen  j,',  j,',  j,',  .  .  und  i),',  i),', 
l),',  .  .  .  ent8i)recben. 
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Demnach  ist 

lim  [/Xip^iy -/•(?:;,  i);j}  =  o, 

während  andererseits 

sein  soll. 

Nachdem  der  Satz  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  be- 
wiesen ist,  weiß  man,  daß  es  immer  eine  Zerlegung  3  gi^^^? 
für  welche 

ist  (e  >  0).  So  lautete  aber  gerade  die  zweite  Bedingung  für 
die  Integrierbarkeit. 

3.  Wenn  die  Funktion  fix,  y)  in  <(«,&;  c,  (V}  beschränkt 
und  mit  Ausnahme  von  /»•  Stellen  überall  stetig  ist,  so  ist  sie 
in  <^a,h]  c,  cT}  integrierbar. 

Man  zerlege  <(«,  1)\  c,  et}  zuerst  in  jf'  gleiche  Teilrecht- 
ecke. Höchstens  4Z:  Teilrechtecke  werden  dann  einen  Un- 
stetigkeitspunkt  enthalten.  Wir  wollen  ihren  Inbegriff  mit 
U  bezeichnen.  Durch  Hinzufügen  neuer  Teilungslinien  kann 
man  erreichen,  daß  iu  jedem  Teilrechteck  außerhalb  U  die 
Schwankung  kleiner  als  -_  wird.  Für  die  neue  Zerlegung 
wird  dann 

4 Ic  iL- ")_^J=L^)  (9Jf  _ m)  ^  |(ö  -  «)  (d  -  c)  f 

wobei  m  die  untere  und  9Ji  die  obere  Grenze  von  fix,  y)  in 
(ß,  6;  c,  (ly  bedeutet.  Hat  man  p  von  vorneherein  so  ge- 
wählt, daß 

;,!(ä«-m)<| 

ist,  so  wird 

sein. 

Es  können  auch  unendlich  viele  Unstetigkeitsstellen  da 
sein,  wenn  nur  f{x,y)  beschränkt  ist  und  sich  3  imnier  so 
wählen  läßt,  daß  die  Summe  der  Teilrechtecke,  die  eine  Un- 
stetigkeitsstelle  enthalten,  kleiner  als  8  wird.  Ö  bedeutet  da- 
bei eine  beliebig  vorgelegte  positive  Zahl.') 

1)  Eine  ähnliche  Bemerkung  hätten  wir  in  §  158  machen  können. 
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§  212.     Bestimmtes    und    unbestimmtes    Integral. 

f{x,y)    sei    in    {a,h-  c,  dy    integrierbar.      F{x,  y)    habe    in 
(a,h\  c,dy  überall  die  Ableitungen  .F/  und  F'J .     Endlich  sei 

Eine  solche  Funktion  wollen   wir   ein  Integral   von  f\x,  y)  in 
{a,  h\  c,  dy  nennen.    Wenn  F{x,  y)  ein  Integral  ist,  so  ist  auch 

F{x,y)-\-(p{x)  +  il>(y) 
ein  solches.  \) 

Wir  woUen  <(a,  6;  c,  ciy  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  in 
die  Teilrechtecke  <(^'„_i,  a;^,;  ?/,._i??/,/>  zerlegen.    Dann  läßt  sich 

J'X^,<-i;  2/..-1)  -  Fix^„  y,_,)  -  F{x^,_„  y,)  +  F(./,.,  //,) 

in  der  Form  schreiben 

Dabei  ist 

0{x)  =  F(x,y,)-F{x,y,._,) 
gesetzt. 

Nach  dem  Mittelwertsatz  in  §  67  ist  nun 

K-i  <^„,  <^J 
d.  h. 

Nach  demselben  Satz  ist  ferner 

(:y,-i<yu,<y^ 

so  daß  schließlich 

-^^(^„-1,  ^v-i)  -  F(x,,,  y,._,)  -  F{x„_,,  y,)  +  Fu,„  y,.) 
=  (•*•„  -  ^,,-1) (2/v  -  2/, -1")  F;\X^ur^ .'/.,,) 

Avird. 

Summiert  man  über  alle  Teilrechtecke,  so  ergil)t  sicli 

2{F{x^.-u  //..-i'  -  Fix^.,  y.-x)  -  Fix„_,,  y,)  +  F(.r,,  yj) 
=  ^(.•*>  -  ^,,  _  1)  (.V,  -  .'/,  _ , )  t\x^, , ,  //„ ,  I , 
1)  (p{x)  müssen  wir  in  <a,b>  <lirt't>renzit'rl)ar  anuehmen. 
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(xler.  wenn  man  die  erste  Summe  ausrechnet, 

F{a,  c)  -  F{h,  c)  -  F{a,  d)  +  F{h,  d) 

Nun  durchlaufe  man  eine  ausgezeichnete  ß- Folge.    Dann  kon- 
vergiert die  rechte  Seite  der  Gleichung  nach 

JJf{^,y)äxdy, 

und  man  hat  ^ 

jlIXx,  y)dxdy  =  {Fix,  y)y/^, 

SR 

wobei 

{Fix,  y))^^^  =  F{a,  c)  -  F{h,  c)  -  F{a,  d)  +  F{h,  d) 
sein  soll. 

§  213.  Zurückführung-  eines  Doppelintegrals  auf 
zwei  einfache  Integrationen.  Wir  wollen  uns  zunächst 
auf  den  Fall  beschränken,  daß  f{x,  y)  in  \a,  6;  c,  d}  stetig  ist. 

Die  Funktion 

h 

^{y)=jfix,y)(^x 

a 

ist  dann  in  ((■,  d}  stetig.     Hat  man  nämlich 

lim  Vn  =  y,  (c  <  yn  <  ^) 

so  wird 

^(y)  -  ^{y„)  =  J  {f{^,  y)  -  fl^,  y,,) ) dx 

a 

=  {h-a){f{x^,y)-f{x,^,y„)]. 
(a<x„<  b) 

Man  zerlege  das  Rechteck  (a,  h:  c,  d>  durch  Parallelen 
zu  den  Achsen  so  in  Teilrechtecke,  daß  in  jedem  Teilrechteck 
die  Schwankung  kleiner  als  -J-£  ist  (f  >  0).  Dann  werden  die 
beiden  Punkte 

{x^,y)     und     (x^.y^) 

in  benachbarten  Teilrechtecken  liegen,   sobald  n^v  ist.     Für 
n^v  wird  also 

f{^n,y)-f{Xn,yn)     £^ 
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sein.     Das  bedeutet  aber 

lim  { ax,,,y)- fix,,  ij„))  =  0^) 

Mithin  ist  auch 

lim  (p{yj  =  (p(ij). 

Das  Integral 

d 

c 

ist,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,   gleich  dem  über  <^a,h'^  c,  ^ 
erstreckten  Integral  von  f(x,  i/). 

Es  sei   c  <  2/1  <  •  •  •  y.j-i  <  (^   ^iiid    c  =  iJq,  d  =  y,^.     Dann 
ist  (vgl.  §  150  und  §  162) 

J(f{y)dy  =2  ,h{y)dy  =^{y.  -  yr-i)ff(y,), 

wobei  y,_,  <y,<  y,- 

Setzen    wir    für    (p(;y)    seinen  Wert    ein,    so    lautet    diese 
Gleichung  so: 


-J  ^{y.-  y.-i^t\x,yr^dx. 


Jetzt    sei    '' <  .t'i  <  •  •  •  <  :rp_i  <  ?>    nnd    a  ^  x^,    h  =  x^^. 
Dann  können  wir  schreiben 


1)  .c, ,  .1',,  .t\. ,  . .  .  und  A'i ,  u'j,  .ij,  . . .  seien  zwei  beliebige  Folgen 
aus  <«,&>,  ?/,,  ^j,  ^3,  ..  .  und  ^1,  yj,  7/3,  .  ..  zwei  brliebige  Folgen 
aus  <^c,  dy  von  solcher  Beschatfenheit,  daß 

lim  (x,,  —  x„   =0,      lim  i/„  —  y,,^  =  0 

ist.     Dann  liegen  für  /(  ^  r  die  Punkte  (,.i„,  j/,,)   und   {i„,y„)  in  anein- 
anderstoßenden Teilrechtecken.     Es    ist    also    für    »  ^  v 

Das  bedeutet  aber 

lim!/(.r„,»/„)  -/•fx,„y-„)}  =  0. 
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J(p{y)dy  =^  J     ^{y,.  -  tj,._,)tXoc,  y^)dx 

C  /(  =  1    X„  _  ]^    »'  =  1 

p  1 

fi  =  l  1=1 

wobei  x^^_^  <x^^  <  ^,a- 

Es  hat  sich  also  ergeben 

d 

J(p(y)dy  =^{x,,  -  cc^^_,)  (y„  -  y,_^)f{x^„  y,). 

c 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Teilrechtecke 

Wir  haben  hier  eine  Zerlegung  3  von  (a,  &)>  und  eine 
Zerlegung  3  von  Kp,  d}  benutzt.  Lassen  wir  beide  gleichzeitig- 
ausgezeichnete  3"Folgen  durchlaufen,  so  finden  wir: 

d 

jv  {y)  ^y  -JJh^^  y)  <?^  ^^y 

oder,  ausführlich  geschrieben, 

d  b 

i  Ifi^,  y) d^  dy  =  J  (^  /  f{x,  y) dxj  dy. 
Aus  demselben  Grunde  ist  aber 

6  d 

JJf(^>  y)dxdy  =J  [jfix,  y)dy)dx. 

SR'  a        c 

Es  besteht  also,  wenn  f{x,y)  in  (a,h]  c,dy  stetig 
ist,  die  Gleichung 

d         h  b         d 

fiJh^'  y)^^^)  ^^y  ^J\jf^-^^  y)^y)  ^^•') 

Ca  a        c 

Man  kann   diese  Formel   in  folgender  Weise  in  Worte  fasseh: 

b 

Bei  der  Integration  von  q)(y)  =  ff(x,  y)dx  darf  man 

a 

unter  dem  Integralzeichen  integrieren. 

1)  Die  Formel  gilt  auch  für  c  =  d,  weil  dann  beide  Seiten  gleich 
Null  sind. 
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Wenn  Ä(x)  in  (a,  h}  und  C{y)  in  <(c,  dy  stetig  ist,  so  ist 
f(x,y)  =  Äix)Ciy) 
in  (a,  6;  c,  d}  stetig.     Hier  wird 

6  b 

qp  (y)  —ffi^  ,y)dx  =  C(y)J^  i^)  <^^ 

a  a 

und 

d  b  d 

ß(y)dy  =  {fA{x)dx)  {fc{y)dy). 

c  a  c 

Man  hat  also 

h  d 

JfA{x)C{y)dxdy  =  [fA{x)di)  {j'C{y)dy) . 

tft  a  c 

Wenn 

a  =  c     und     h  =  d 
und 

C(x)  =  A{x) 

ist,  so  geht  die  obige  Formel  in  folgende  über: 

1, 

ffA{x)A{y)dxdy  =  [yA{x)dx)'. 

'"St.  '" 

^  ist  hier  das  Quadrat  <a,  h:  a,  h}. 

§  214.   DifTereutiatiou  unter   dem  Integralzeichen. 

f(x,y)  und  fy[x,y}  seien  in  \a,h;  (,(1/  stetig. 
Dann  hat 

^{y)  =  ffix,y)dx 


in  (c,  dy  die  Ableitung 

h 

v'(y)  =  ify{x^y)dX' 


Man   darf  also   bei   der  Differentiation  von  <p(y)  unter 
dem  Integralzeichen  differenzieren. 

Um  dies  zu  beweisen,  bedenke  man,  daß 

y 
/■(^, .'/")  =  f{x,  c)  4-  /  f'{x,  y)dy 
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ist^  also 

6  b  y 

^{y)  =Jfi^^  ^)  ^^'  +J\Jfv(^'  y)^y)  ^^  • 

a  a        c 

Nach  §  213  ist  aber  das  letzte  Integral  gleich 
y      b 

c  a 

h 

Da  jfy'ix,  y)dx  in  {c,  (T)  eine  stetige  Funktion  von  y  ist,  (vgl. 

a 

§  213),  so  hat 

y        I'  b 

f\ffyi.x,y)(i^dy    die    Ableitung  J/"/ (a;, «/)  (^a: . 

c         a  a 

Dieselbe  Ableitung  hat  aber  auch  (fi^j). 
Man  kann  den  Satz  auch  so  beweisen: 
y  und  y  -r  k  seien  zwei  verschiedene  Werte  aus  <^c,  d).    Dann  ist 

9  (2/  +  ^;  —  «JP  {y)  _   ffi^^  y  +  'k)—  f{x ,  y)  ^^ 


a 

b 

=ffy\^,  y  +  ^^)  ^^«       (0  <  '^  <  1) 


also 


^'^  +  'i~'^^'  -  //,'fe  y)  ax  -/( /■;  fA  y  +  »k)  -  f;{x,  y)  ]  ,ix 

a  a 

=  \fy(^,y  +  ^^^)-f;(^,y)\  \h-a].   (0<^<i) 

Hieraus  folgt  wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit') 


6 


^\y)  =  Hm  lÜ+J^^J  =  J/;'(^, y^  ,Zx.  (lim  k  =  0) 

a 

Auch  unter  folgenden  Bedingungen  ist  die  Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen  erlaubt: 

f{x,yQ)  und  f'(x,  yo)  sind  in  ''a,h)  integrierbar,   wie 


1)  Vgl.  die  Fußnote  auf  S.  360. 
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man  auch  y^  in  <(c,  (f)  wählen  mag.  f'',^{x,  y)  ist  in  <a,6;  c,dy 
beschränkt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man  nämlich 

b  b 

f{  fy  {x,y  +  &h)-  /■; {x,  y) }  dx  =ßMyy  {x,  y +'&l) dx. 

a  a 

(0  <  ^  <  1) 

Ist  nun  in  <'a,  h\  c,  d) 

Q{x,y)\<K, 

so  wird 

b 

f[fy{^, y  +  ^^0  - fy{^, y)\d^  <(P- «)^- ^. 

a 

d.    h. 

6 

j  ^(y  +  ^-^^  -  Jf;{x,  y)dx  <(h-  a)k  K. 

a 

Für  lim  /i  =  0  konvergiert  die  rechte  Seite  nach  Null,  folglich 
auch  die  linke. 

§  215.    Differentiation   und  Integration  unter  dem 
Integralzeichen  bei  uneigentlichen  Integralen.     1 .  f(x,  y) 

und  t\j  U';  il)  seien  für 

x^ÜQ,  c<  y  ^  d 

stetig.     Wir  wollen  femer  annehmen,  daß  die  Integrale 

^ (y)  =Jh^y  y)  ^^'  ^^^d  ^'  (y)  =ffy  (-^"^  y) ^^ 

existieren,  wie  auch  y  in  <c,  f/>  gewählt  sein  mag. 

Es  sei  rto  <  «j  <  rto  <  •  •■  und  a^^  werde  mit  zunehmendem  n 
unendlich.     Dann  ist 

lim ^ / /;' (x, y)  dx  =  / /"; {x,  y)  dx . 

Wir  können  also  schreiben 

^'^y)  =ffy{x,y)dx-\-ff^ix,y^dy  +  ••.  =  2ljfy\x,y)dx. 
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Wenn  diese  uuendliche  Reihe  für  c^y^d  gleichmäßig 
konvergiert,  so  dürfen  wir  gliedweise  integrieren.  Dabei  er- 
gibt sich 

V  y       \ 

ß(y)dy  =  ^J\ff;{x, y) dx) dy.         (c^y^  d) 
Nun  ist  aber  nach  §  213 

a 

V 

«»-1 

also 

y 

ßl'{y)dy=(f{y)  -(p(c), 

c 

weil 

a 

V 

fp (y)  =  2jf{x,  y)dx     (c£y^  d) 

ist. 

Da  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  für  i^iy)  in  <(c,  dy 
stetig  sind  (vgl.  §  213),  so  ist  auch  li^iy)  in  <^c,  d)  stetig 
(vgl.  §  172,  Nr.  5).     Man  hat  daher 

¥{y)-'^{y), 

d.  h.  die  Ableitung  von 

jf{x,y)dX' 

ist  unter  den  von  uns  gemachten  Voraussetzungen 
gleich 

Jfy{^,y)d^- 


Oa 


Daß  man  bei  der  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
vorsichtig  sein  muß,  zeigt  das  Beispiel 


fpiy)  =j 


dx. 

X 

ö 


366       Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  bei  uneig.  Int. 


Wir  wissen  (§  189),  daß 

für  i/  =  0  ^(y)  =  ü, 

für  ^>0  g^(y)=  2  ' 

für  y/<0  (p(y)-  -  f 

ist.     Deinnacli  muß  für  y  >  0  und  y  <  0     (p'{y)  =  0  sein. 

Durch    skrupelloses    Differenzieren    unter     dem    Integral- 
zeichen findet  man 

00 

(p'{y)  =  /cos  xydx. 

0 

Das    Integral    auf   der   rechten    Seite    ist    aber  völlig    sinnlos. 
Denn  man  hat  für  y^O 


X 

i  /sin  cc  v\ 

lcosxydx  =  l—    j  = 


sin  xy 

y 

0 

sinxy  strebt  aber  bei  unendlich  zunehmendem  x  keineswegs 
immer  einem  Grenzwert  zu. 

Wir  wollen  jetzt  ein  Beispiel  behandeln,  wo  die  Differen- 
tiation unter  dem  Integralzeichen  erlaubt  ist. 

Von  den  beiden  Integralen 

OD  a 

()p(2/)  =  le-'"-^^^^^ dx  und  ^(y)  =  je-'^  ainxdx 

0  0 

existiert  das  erste  für  y  >  0,  das  zweite  für  y  >  O.^j 

Setzt  man  a,,  =  vtt  (v  =  0,  1,  2, .  .  .),  so  konvergiert  die 
Reihe 


^ (y)  =  ^  je"''' sin X dx 


für  y  >  r  >  0  gleichmäßig. 

Die  Reihe  ist  alternierend  und  die  Beträge  der  Glieder 
bilden  eine  absteigende  Folge,  weil 

1)  e~^^:x  konvergiert  bei  unendlich  zunehmenden  x  absteigend 
nach  Null,  wenn  i/>0  ist.  e~'^  konvergiert  nur  für  i/ !> '5  absteigend 
nach  Null.     Vgl.  im  übrigen  §  189. 
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a 

V 

ist. 

Der  v-ie  Rest    ist    also    seinem   Betrage    nach   kleiner  als 

V  —  1  T'  —  1 

d.  h.  man  hat  für  y^  c 

Ist  also  »/i,  i/o,  ^3,  ■  •  •  eine  beliebige   Folge,   deren  Glieder 
größer  gleich  c  sind,  so  wird 

linii?.(y,.)  =  0, 
weil 

lime-(''-i)<=''  =  0 

ist.     Damit  haben  wir  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe 
rl-'iy)  bewiesen. 

Da  c  eine   beliebige   positive  Zahl   ist,   so   haben   wir  für 

i/>0 

(p{y) t/;(i/). 

xl-'iy)  können  wir  aber  berechnen.     Es  ist  nämlich 

/6  ^      sin  cc          1    / 
e~''ysmxdx  = 1 \e~'y  cosxdx, 
y           yj  ' 

/6~'^y  COSX            1      / 
e~''''cosxdx= le~"^  s'mxdx, 
y           yJ 

mithin 

C  -XV  ■        7  e''^^  {co&x-^-ysiax) 

le   ""^smxdx  == '-7—r-^i' 

J  1  +  2/' 

und  (vgl.  §  190) 

OC  00 

e-''Hinxdx  =  —  (  -         -,    '/  = -,   ,  -*  • 
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Wir  haben  somit  für  y  >  0 

Nun  ist 

'',-1 

ebenfalls  eine  alternierende  Reihe,  bei  der  die  absoluten  Be- 
träge der  Glieder  eine  absteigende  Folge  bilden.  Der  v-te 
Rest  der  Reihe  ist  also  seinem  Betrage  nach  kleiner  als 


1  sin^  e~^*''  — 1      I 


Die  Reihe  ist  demnach  für  y^O  gleichmäßig  konver- 
gent. Da  die  einzelnen  Glieder  für  y^O  stetig  sind  (vgl.  §  213), 
so  folgt,  daß  9(y)  für  ;?/  >  0  stetig  ist. 

(f{y)  -\-  arctg?/  ist  also  für  y  >  0  stetig  und  hat  für  y>0 
die  Ableitung  Null.    Daraus  folgt  (vgl.  §  67) 

(p(y)  -f  arctgi/  =  c.         {c  eine  Konstante) 

Läßt  man  y  unendlich  zunehmen,  so  konvergiert  arctg// 
nach  3r/2  und  (pijy),  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nach  Null. 
Es  ist  daher 

y  =  c  und  (f{y)  =1  -  arctg?/. 

Für  y  =  0  finden  wir 


f' 


8in  x    ,  :r 

-  ax  =    , 


0 
ein  uns  schon  bekanntes   Resultat. 

2.  f(x,  y)  sei  für 

a;  >  tto,  c  <.y  <  d 
stetig  und  es  existiere 

QC 
"o 

welchen  Wert  aus  <^c,  dy  auch  y  haben  mag. 
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Wenn  a^  <  «^  <  «2  <^  '  '  '  i^^  ^^^  a„  mit  zunehmendem  11 
unendlich  wird,  so  haben  wir 

"1 

(P (2/^  =  ^J  fip:,  y) äx.       [V  =  1,  2,  3, . . .) 

Es    kann    nun    sein,    daß    diese    Reihe  immer  ^)    in  (c,  d} 
gleichmäßig  konvergiert.-)     In  diesem  Falle  ist  (vgl.  §  172) 

j^{y)^y-  2f\jf{o-,  y)  äx)  dy 

c  c         a\,_^ 

oder 

jcp{y)cly  =   yj  [ff{x,y)dy)dx. 
Hierin  liegt,  daß 

a         d 

fiffi^^  y)  ^y)  f^^' 

«0  C 

existiert,  und  daß 

d    ■  <x       d 

j^{y)dy  =f{J}{^^,  y}^y)  fi^ 

ist. 

Man  darf  hier  also  unter  dem  Inteorralzeichen  integrieren. 

3.  fix,  y)  sei  für 

x^ÜQ,     y^  Co 
stetigr  und  nirgends  negativ.     Ferner  sei 


und 


Jf.{x,y)dx       in  jedem  Intervall  (,Cq,  cy 
lf(x,y)dy       in  jedem  Intervall  ("cIq,  a} 


1)  d.  h.  für  jede  Folge  a^,  «j ,  «,,...  von   der  angegebenen  Be- 
schaffenheit. 

2)  Man   pflegt  dann   zu  sagen,  daß   lflx,y)dx  in  <(c.d>   gleich- 
mäßig konvergent  ist. 

Kowalewäki,  Differential-  uud  Integral-Rechnung.  24- 
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gleichmäßig  komergent^).  Endlich  sei  das  über  <«,,,  «.;  Cq,  c} 
erstreckte  IntegTal  von  f(x,  y)  stets  kleiner  als  eine  feste 
Zahl  K. 

Wir  wollen  mit  J  die  obere  Grenze  von 

jjf{x,  y)dx  dy  («f  >  «o;  ^  >  O 

bezeichnen  und  a.^,  c^  so  wählen,  daß 

Ji  =Jjf\x,  ij)dx dy  >J—  8     (ai  >  a^,  q  >  Cq) 

ist  (£  >  0). 

Für  flf  ^  «1 ,  c  ^  Cj  wird  dann 

a  c 

Jx^J\jk^,y)äy)dx^j. 

Hieraus  ersieht  man,  daß 

00  c 

existiert  und  einen  AVert  hat,  der  in  (^J^,  jy  liegt.  Dieses 
Integral  ist  aber  nach  Xr.  2  gleich 


C  00 


so  daß 


ist.     Jetzt  können  wir  schließen,  daß 

00  00 

f(Jf(x,y)dx)dy 

existiert,   und   daß    der  Wert   dieses   Litegrals   in    (J^,jy  ent- 
halten ist. 


1)  Vgl.   Fußnote  2  auf  S.  369.    Nach  §  172,  Xr.  G  könnten  wir  auch 

00  oo 

sagen,  d&ü  J f\x,y)(1x  für  if^c^   und J f{x,y)dy  für  x^o^  stetig  ist. 
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Ebenso  ergibt  sich,  daß 

00  00 

existiert  und  einen  Wert  hat,  der  in  (J-^,  J}  liegt.    Da  J—  J^  <  f 
und  £  eine  beliebig  gewählte  positive  Zahl  war,  so  folgt,  daß 


CO  00 


ist. 

§  216.   Verallg-emeinerung  des  Satzes  in  §  213.   Wir 

wollen  jetzt  von  f(x,  y)  nur  die  lutegrierbarkeit  in  (^a,  6;  c,  dy 
verlangen.  Dann  ist  f{x,  y)  beschränkt,  und  es  existieren 
daher  nach  §  148  die  Integrale 

'.'  1 

fpiy)  =ff(^,  y)dx,       ^(y)  =ff{oc,  y)dx. 

{c^y<d) 

(p(y)  ist  das  untere,  3>(y)  das  obere  Integral  von  f(x,  y)  bei 
festgehaltenem  y.  Teilen  wir  (a,  &;  c,  dy  durch  Parallelen  zu 
den  Achsen  in  die  |)g  Teilrechtecke 

<^,„-i;  ^,<,;  Ur-i,  Vv)  Ct^  =  1;  2,  .  . .  /);  0/  =  1,  2,  . .  .,  q) 

und  bezeichnen  mit  nt  ,  die  untere,  mit  ^„,,  die  obere  Grenze 
von  f(x,  y)   in  <x^^_^,  x^;  y^._^,  y^),   so   ist  für  y^,_^  <!/,.< //v 


p 


also  (vgl.  §  206) 

s(3)  <2\yr-  y..-r)cp(y.^  <2(:y.- yr-.)^(y,)  ^  S(3)- 

Nun  durchlaufe  3  eine  ausgezeichnete  3"I^'olge.    Dann  ist 
lims  (3)  =  lim  S(3)  =JJ  fXx,  y)dxdy. 

{a,  b;  c,  rf) 

Demselben  Grenzwert  streben  daher  auch  die  Summen 

2{yv- yv-i)<p{yj    ^"^^    ^(y,,- 2/,,_i) ^(F„) 

24* 


372  Doppelintegrale  erstreckt  über  Normalbereiche. 


zu.     Dies  bedeutet  aber,  daß  die  Integrale 

f  (p{j))dy      und       /  0{(/)(hi 

c  c 

existieren  und  beide  gleich 

sind. 

Ist   die  Funktion  C3{y)   so   beschaffen,    daß    in  (^c,  ciy   be- 
ständig die  Ungleichungen 

9(y)<"(^)<  ^{y) 

gelten,  so  existiert 

foi{y)cl!j 

c 

und  ist  ebenfalls  gleich  dem  betrachteten  Doppelintegral. 
Statt  von  (p(if)  und   ^(j/)  kann  man  auch  von 

il}{x)  =  I  f{x,  y)dy     und     W^  a- 1  =  /  f{x.  y)dy 

ausgehen. 

Ist  in  <(«,  ?>)  beständig 

i>{x)  <  tvix)  <  ^F(x), 

so  hat  mau 

d  h 

Cci{y)dy  =  rw(x)dx. 

C  fl 

§  217.     Doppeliutegrale,    erstreckt    über    Normal- 
bereiche,    (fix)   und  i'(x)  seien  in  ^a,  hy  stetig,  und  es   sei 

für  a  <  ./  <  h  immer 

(JP (.-/•)  <  tix). 

Der  durch  die  beiden  Geraden 

X  =  «      und     ,/  =  h 

und  durch  die  Kurven 

y  =  fp{x)     und     //  =  il'{x) 

begrenzte   Bereich    ^^,    möge   ein    Normal b ereich    (in  Bezug 


f(x,  y)  in  35  stetig. 


373 


-  y^d 


auf  die    a'-Achse)   heißen.^)     f{x,  y)    sei    eine    in    SS   definierte 
Funktion. 

Wir  wollen  unter  c  den  kleinsten  Wert  von  (p{x)  und 
unter  d  den  größten  Wert  von  i'(x)  in  <a,  b}  verstehen  und 
das  Rechteck  <  a,  h:  c,  d  >  betrachten.  35  ist  in  (a,  &;  c,  dy 
enthalten.  Li  jedem  Punkt  von 
<a,  h:  c,  dy,  der  nicht  zu  tß  ge- 
hört, wollen  wir  festsetzen,  daß 
f{x,  y)  =  0  sein  soll.  Dann  ist 
f{Xj  y)  in  dem  ganzen  Rechteck 
(a,  &;  c,  dy  definiert. 

Wenn  das  Integral 

fjf(x,y)dxdy 

<a,  '<;  c,  rf> 

existiert,  so  nennen  wir  es  das  über  33  erstreckte  Integral 
von  f\x,  y)  und  bezeichnen  es  mit 


Fig.  2l!. 


jjf{x,ij)dxdy. 


Dieses   Integral    ändert    sich   nicht,    wenn    man    c   durch   eine 
kleinere  oder  d  durch  eine  größere  Zahl  ersetzt. 


§  218.  f{Xf  ?/)  in  5Ö  stetig.  \Vir  wollen  jetzt  annehmen, 
daß  f(x,y)  in  33  stetig  ist.  uud  zeigen,  daß  dann  /  j  f{x,y)dxdy 

existiert. 

Die  Funktion  f(x,  y)  ist,  wenn  wir  ihr  außerhalb  S  den 
Wert  Xull  beilegen,  in  <'«,  h:  c,  dy  beschränkt.-j  Ihre  Fn- 
stetigkeitsstellen  liegen   alle  auf  y  =  g){x)  imd  y  =  tlj{x). 

1)  Dieser  Bereich  besteht  aus  allen  Punkten  (x,  y),  die  den  Be- 
dingungen a'^x'^h,  qp (a:)  \ y  ^ Tp (x)  genügen.  Ein  Normalbereich  in 
Bezug  auf  die  y-Ajch^e  wird  durch  die  Ungleichungen  a^y  ^b, 
qp  (t/)  ^  a;  <^  1^  (y)  dargestellt. 

2)  Wenn  man  festsetzt,  daß  F(x,y)  in  93  gleich  f{x,y)  sein  soll 
und  daß  ferner  für  a^x'^b  und  y^ip{x)  stets  Flx,y)  =  f{x,'^){x)), 
für  a'^x^b  und  y  <Cq){x)  stets  I\x ,  y)  ^  f{x ,  q) (x))  sein  soll,  so  ist 
F(x,y)  in  ^a,b\  c,d/  stetig.  Der  größte  (kleinste;  Wert  von  F  x,y) 
ist  aber  zugleich  der  größte  (kleinste,  Wert  von  f'x,y). 
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Wir  wollen  {a,,hy  in  p  Teilintervalle  K.x^_.^,x^y  zerlegen 
derart,  daß  in  jedem  Teiliiitervall  die  Schwankung  von  q)(x) 
und  ip(x)  kleiner  als  £  ist  (f  >  0).  Ist  dann  m  (m^  der  kleinste 
und  31  JM^^  der  größte  Wert  von  (pix)  bzw.  tpipc)  in  <(.'»„ _i,  x^^j 
so  wollen  wir  zur  Teilung  von  <(c,  d}  die  Werte 

'^,,   rn^o   ^^o  -^,,  (^  =  1,2,.  •••.P) 

benutzen.  Es  entsteht  auf  diese  Weise  eine  Zerlegung  von 
(u,  &;  c,  d}  in  Teilrechtecke,  und  man  sieht  sofort,  daß  die 
Summe  der  Teilrechtecke,  die  Punkte  von  y  =  (f{x)  oder 
y  =  -4)[x)  enthalten,  kleiner  als  2E{h  —  a)  ist.  Diese  Summe 
läßt  sieh  durch  passende  Wahl  von  e  so  klein  machen  als  man 
will.     Xach  §211    ist  also  f{x,y)  in  <(«,&;  c,d}  integrierbar, 

und  es  existiert  somit    f  j f(x,  y)dxdy. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  f(x,  y)  in  S5  beschränkt 
ist  und  auf  y  =  (f{x)  oder  y  =  il>(x)  ünstetigkeiten  hat,  sonst 
aber  in  23  nirgends  unstetig  ist. 

Wenn  (/(x,  y)  in  23  beschränkt  und  höchstens  auf  den 
Kurven  y  =  q}(x)  und  y  =  i}^(x)  nicht  null  ist,  so  liegt  ein 
solcher  Fall  vor,  und  offenbar  ist  das  über  \a,b;  c,  d}  er- 
streckte Integral  von  (f(x,  y)  gleich  Null,  weil  man  bei  der 
Auswahl  der  //,, ,    in 

immer  die  Kurven  y  =  (p(x)  und  y  =  i'{x)  vermeiden  kann. 
Wenn   j  jf{x,y)dxdy  existiert,  so  hat  man 

fj\f+{i)dxdy  =  /  ffdxdy  +  /  fgdxdy  =  /  ffdxdy. 

Das  Integral 

/  jf{x,y)dxdy 

behält  also  seinen  Wert,  wenn  man  auf  y  =  (p\^x)  oder  y=H.<(x) 
die  Werte  von  f{x,y)  modifiziert,  aber  so,  daß  f{x,y)  in  93 
beschränkt  bleibt. 
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§  219.    Das  Integral 

jj  dxdy. 

Wir  nehmeu  wie  in  §  217  eine  Zerlegung  3  ^on  <(a.  1)} 
in  p  Teilintervalle  vor  und  bezeichnen  mit  ni^^(fri^^)  den  kleinsten 
und  mit  J/,^(J/,J  den  größten  Wert  von  qp  (bzw.  il<)  in  dem 
TeHinterrall  <Cx^^_^,  x^^.  Diese  Werte  w?^,  w,,,  ü/,^,  3/,, 
(u  =  1,  2,  .  .  .,  p)  benutzen  wir  zur  Zerlegung  von  <(c,  (Ty. 
Dann  haben  wir  eine  Zerlegung  von  (a,  b:  c,  d  >  in  Teilrecht- 
ecke <(a;„_i,  x,^5  y,_i7  y»./^  ^*^^  ^^^?  ^^^^  ^®^  passender  Walil 
der  /',,  ,^)  wird 

p 

^(^„  -  ^„  _i)  («/,.  -  !/.._i)/; ,. = ^(ä^.  -  ^'„  -i)  (.^u  -  >»  J 
p  p 

« =  1  «  =  1 

Lassen  wir  3  eine  ausgezeichnete  3-Folge  durchlaufen,  so 
ergibt  sich 

6  h 

jj  dx  dy  =  /  (^l) {x)  —  c) dx  —  ( ((f  [x)  —  c) dx . 

"^58  a  a 

Das  erste  Integral  rechts  ist  der  Inhalt  des  durch  y  =  i'{x). 
y  ^  c  und  die  beiden  Geraden  x  =  a,  x  =  1)  begrenzten  Be- 
reichs: ebenso  ist  das  zweite  Integral  der  Inhalt  des  durch 
y  =  (p(x),  y  =  c  und  x  =  a,  x  =  h  begrenzten  Bereichs.  Die 
Differenz  ist  der  Inhalt  von  33. 

§  220.  Zerleguugsformel.  Wir  beschränken  uns  auf 
den  Fall,  daß  f(x,  y)  in  93  stetig  ist.  Außerhalb  $8  setzen  wir 
f{x,  y)  gleich  Null. 

Durch  eine  stetige  Kurve  y  =  (o{x),  die  so  beschaffen  ist, 
daß  für  a  <ix  <Cb  die  Ungleichungen 

<p(x)  <  (o{x)  <ti30) 
gelten,  zerlegen  wir  93  in  zwei  Normalbereiche  ^^  und  $8.t 

1)  f{x,  y)  ist  in  33  gleich  1 ,  außerhalb  53  gleich  Null. 
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t\{x,ij)  sei  gleich  f{x,y)  für  alle  Punkte  von  ^ö^,  die 
nicht  auf  ij  =  co(.r)  liegen.  Sonst  sei  fi(d\t/)  überall  gleich 
Null.  f.,[x,y)  sei  gleich  f{x,y)  für  alle  Punkte  von  Sg  '^^^ 
sonst  überall  gleich  Null.  Dann  ist  in  dem  ganzen  Rechteck 
<a,  h;  c,  f?> 

fix,y),  fi^x\y),  f^iXjy)  sind  in  (a,h]C,dy  integrierbar 
i^vgl.  §  218).     Man  hat  also 

JJfi^,  y)(l^'(h  =jjt\(.^y  V)(^'Vdy  ^JJfUx,  y)dxdy, 
wobei  alle  Integrale  über  (a,  h-  c,  d}  erstreckt  sind,  oder 

JJfi^^  U)(^'^(^y  =jjf{^,  y^dxdy  +JJf\x,  y)dj:dy}) 
*as  '«^  '^i<' 

Durch  die  Gerade  ./;  =  c{a<ic  <.h)  wird  "i^  ebenfalls  in 
zwei  Xormalbereiche  zerlegt.  Wir  wollen  sie  'i^j,  'i\,  nennen. 
Oflenbar  ist 

JJf{x,  y)dxdy  ==JJf(x,  y)dxdy  -\-JJt\x,  y)dxdy. 

Wendet  man  auf  einen  der  Teilbereiche  iS^,  332  ''^^• 
^1,  ^2  eine  der  Ijeiden  obigen  Zerlegungsarten  an,  so  entsteht 
eine  Zerlegung  von  i8  in  drei  Xormalbereiche.  Wendet  man 
auf  einen  dieser  drei  Teilbereiche  wieder  eine  der  beiden  Zer- 
leguugsarten  an.  so  entsteht  eine  Zerlegung  von  "^  in  vier 
Normalbereiche  usf.  Ist  man  auf  diese  Weise  zu  einer  Zer- 
legung von  i^  in  p  Normallx'reiehe  "^^ .  5.\,,  .  .  .,  I^^  gelangt,  so 
«•ilt  die  folo-ende  Zerleguni^s forme!: 

j'ff{x,y)dxdy  =  fff{x,y)dxdy  +  •  •  ■  +llfix,y)dxdy. 

§221.  Mittelwertsatz.  f{-i,y}  sei  in  '3  integrierbar. 
m  sei  die  untere,  lll{  die  oltere  Grenze  von  /\.r,  //)  in  iV  Dann 
hat  man 

JJmdr  ,1,1  <  I  lf\x,  y)dx  dy  <  /  /  mdx  dy. 
1 1  >ran  ln-aebtc  die  Bemerkung  am  Schluß  vou  §  218. 
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Bezeiclinet  B  den  Inhalt  von  33,  so  wird  liiernacli 
(Jf(x,  y)dx  dy  =  JB^. 

Ü  bedeutet  einen  Wert  aus  (m,  W). 

Man  beweist  ebenso  leicht  die  allgfemeinere  Formel 


///■ 


t\x,  y)fpi^,  y)(i^  (ly  =  ^  i  i^i^,  y)dx dy. 

^{X,y)  ist  in  ^i^  integrierbar  und  nirgends  negativ. 

Wenn  f{x,  y)  in  33  stetig  ist,  so  gehören  m  und  9J^  zu 
den  Werten,  die  f{x,  y)  in  ^  annimmt.  Denn  die  in  §  218 
(Fußnote  2)  konstruierte  Funktion  F(x,  y)  hat  in  <(«,  h\  c,  d} 
einen  gi'ößten  und  einen  kleinsten  Wert  (vgl.  §  117). 

Jeder  Wert    ^    zwischen    m    und    9K    wird    ebenfalls    von 
fix,  y)  in  ^  angenommen.     Er  gehört  nämlich,  weun 
Fix,  y)  =  m,       F{x  +  Ji,y  -{-Jc)  =  dn 

ist,  zu  den  Werten  der  stetigen  Funktion  F(x  +  ht,  y  +  kt) 
in  dem  Intervall  0  <  ^  <  1. 

Vv^ir  können  also,  falls  f\x,  y)  in  33  stetig  ist,  die  Formel 
des  Mittelwertsatzes  so  schreiben 

Jjh^^  y)^(P^^  y)i^^dy  =  (p{l,  r,)  f  l(p(x,  y)dxdy. 
(t,  Tj)  ist  ein  Punkt  von  33. 

§  222.     Ausgezeichnete    Folgen    von    Zerlegungen 

des  Bereichs  ©.  3  sei  eine  Zerlegung  von  S  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Normalbereichen  (vgl.  §  220\     Ist 

a  <  x  ^  ß,      q{^)  ^y  ^  ^(^) 

einer  dieser  Teilbereiche,  y  der  kleinste  AVert  von  q[x)  und  ö 
der  größte  Wert  von  6(x)  in  ^.cc,  ß},  so  soU  die  Diagonale 
des  Rechtecks  <(«, /3;  7,  d>  kurz  die  Diagonale  des  betrach- 
teten Teilbereiches  heißen,  b  sei  die  Maximallänge  der  Dia- 
gonalen bei  den  Teilbereichen  von  3  oder  kurz  die  Maximal- 
diagonale von  3- 

Eine  Folge  3i;  82?  Ss?  •  •  •  ^^^  Zerlegungen  wie  3  wollen 
wir  eine   ausgezeichnete  3-Folge   des  Bereichs   33   nennen. 
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wenn   sie   die  Eigenschaft  limb^^O  hat.     Dabei   bedeutet   b„  . 
die  Maximaldiagonale  von  3«-     Ein  Beispiel  einer  ausgezeich- 
neten 3"  Folge  werden  wir  in  §  223  kennen  lernen. 

f{x,  y)  sei  in  SS  stetig  und  (5„  sei  die  Maximalschwan- 
kung von  fix,  y)  in  den  Teilbereichen  von  3«?  so  daß  in 
keinem  dieser  Bereiche  eine  größere  Schwankung  als  6^^  und 
in  wenigstens  einem  die  Schwankung  (5^^  stattfindet.  Ist  dann 
3i,  3>?  Ba?  •  ■  •  ®^^®  ausgezeichnete  3"Folge,  so  hat  man 

lim(?„=0. 
Dies   folgt  unmittelbar  daraus,   daß  die   in   §  218  (Fußnote  2) 
konstruierte    Funktion   F{x,  y)    in   (a,  l]  c,  d}    stetig   ist   und 
daher   die   Eigenschaft    der   gleichmäßigen   Stetigkeit   hat  (vgl. 
§  211,  Nr.  2  und  die  Fußnote  auf  S.  360). 

Sind 

die  Teilbereiche  bei  der  Zerlegung  3)  so  hat  man  nach  §  2'20 
I  ff(x,  y)dxdy  =^  /  lf{x,  yulrdy 

Nach  §  221   ist  aber 

fjf(x,y)dxdy  =  B,f,. 

Dabei    bedeutet    B^   den   Inhalt    von    !^,    und  /',    ist   ein  Wert, 
den  f(X,y)  in  33^  annimmt. 
Wir  haben  also 

l'lh.i;yulxdy=2l'i:X- 
Nun  sei  /',,  irgend  ein  Wert  von  f^:i\y^  in  !!Ö,.     Dann  wird 

•  2iiJ\  -  /.'/  'f[^,  y) dx dy  <  ^' 7^,  /;  -  /;,  <  Bö ^ > 

und,  wenn  3  ^li<-'  ausgezeichnete  3-Folge  3u  ■Ss?  ßa?  •  •  •  durch- 
läuft, 


I)  ff  ist  dii'  Maximalschwaiikuiip   in  dt'n  Tcilberoichi-n    von   ;^  und 
B  der  Inhalt  von  ^. 
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Es  gilt  also  folgender  Satz: 

f{x,y)  sei  in  dem  Normalbereich  33  stetig.  Man 
nehme  eine  Zerlegung  3  des  Bereichs  33  in  p  Normal- 
bereiche 95i,  SSg,  .  .  .  33p,  vor.  i?,,  sei  der  Inhalt  von  93„ 
und  f^  irgend  ein  Wert  von  f{x,  y)  in  33,,  (i'  =  1,  2.  .  .  ., p). 
Läßt  mau  3  eine  ausgezeichnete  ^-Folge  durchlaufen, 
so  konvergiert 

@(3)  =  J^/,. 
1=1 

nach 

fff{x,y)dxdy. 

58 

§  223.  Zurückführung  des  Doppelintegrals  auf 
zwei  einfache  Integrationen.     Die  Kurven 


und  die  Geraden 


ä;  =  a:,,  =  a  +  —  (&  —  a) 


zerlegen  S  va.  p-  Normalbereiche,  uud  3i;  B^^  Bs?  •  •  •  ist  oÖeu- 
bar  eine  ausgezeichnete  B"Folge. 
Ist  f{x,  y)  in  ^  stetig,  so  ist 

\p  ix) 

F{x)==ff{x,y)dy 

(p(x) 

in  (a,  h}  stetig.     Man  hat  nämlich^) 

F(^)  -2  //(^'  y)'^y  =  i  ^('^■)  -  '^(^) }  -^«-  --  • 

Dabei  ist 
Der  erste  der  beiden  Faktoren,  in  die  wir  F(^x)  zerlegt  haben, 


1)  Wir  setzen  cp{x)  =  q)g{x),  il) (a;)  ==  qp  («). 
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ist    in    <  a,  h/    stetig.      Es    handelt    sich    also    nur    darum,    die 

Stetigkeit  des  andern  Faktors   G(x)  =  — ^^ ~  zu  beweisen. 

Wenn  lim./;  =  a'  ist,  so  werden  fast  alle  x  der  Unffleichuüf; 

/  OD 

_     ^  &  —  a 

X  —  X    <  

V 

genügen.  Die  Punkte  \x,y^)  und  (x^lj^)  liegen  dann  entweder 
in  demselben  oder  in  benachbarten  Teilbereichen  von  3«-  ^^^ 
also  öp  die  Maximalschwankung  von  fix,  y)  in  diesen  Teil- 
bereichen, so  hat  man 

also  auch 

p  p     -^  -  p' 

Da  lim  öp=  0  ist,  so  folgt 

limG(x)  =  G[x). 

Die  Teilbereiche  von  ;^  ,  die  zwischen  den  beiden  Geraden 
X  =  x^,_i  und  X  =  x^^  liegen' I,  haben  alle  den  Inhalt 

wobei  ^'„ _  1  •<  i"„  <C  •'■„  •     Den  Ausdruck 

,(( = 1 

können  wir,  da 

^  1=1 

l«3^,-iU',J<lV,<<)f,(i",J} 
ist,  so  schreiben 


BJ(X..,K,)- 


Lassen  wir  p  die  Folge  1,  2,  3,  .  .  .  durchlaufen,  so  konvergiert 
diese  Summe  nach 

1)  a  =  Xo,  6  =  .r„. 


Ztu-ückführung  auf  zwei  einfache  Integi"ationen.  381 

^  fff{x,rhäxdij. 

Andererseits  ist 

p  ^ 

lim^^^  -  ^„-1 '^U J  -fFix^dx. 

u  =  l  a 

Es  gilt  also  die  Formel 

jjfix,  y)dxäii  =JiyJf{x,  y)dij)  dx . 

Man  kann  diese  Formel  auch  so  beweisen: 

Dureli    die    Geraden    x  =  ./„    zerlege    man    3?    in   p  Teile 

^^.  932,,  •  •  •?  ^^-     ^^it  '"„(^<.)  "^erde  der  kleinste,  mit  J/,,i  Ji^,) 

der  größte  Wert  von  cpix)  bzw.  i>(a'i  in  '(^'„„i,^,,/  bezeichnet. 

Wir  führen  noch  ein  Symbol  m'„  ein,  das  folgende  Bedeutung  hat. 
Wenn    21  ^^^m^^   ist,    so    setzen    wir    )u,,  =  jri^^.       Wenn 

J/„  >  w„  ist,  so  setzen  wir  m'„  =  J/„.     Dann  ist  immer 

Mit  C„  wollen  wir  das  Rechteck 

ix^_i,x:  3I,„  nCy 

bezeichnen.  6  sei  die  Maximalschwankung  von  (fix)  und  fix^ 
in  den  Teilintervallen  <fx„_j,a;„^  und  llJc  der  größte  Wert  von 
\f{x,y)    in  93. 

Man  hat  alsdann 

fff(x,  y)dxdy  -j'jKx,  y)dxdy  .<  2(?9)Z(^„  -  x^_,), 


also 


\fff{x,  y)dxdy  -  ^J'jh',  y)dxdy  £  26{h  -  a)m. 


Andererseits  ist 

rVix) 


\ff{x,y)dy.-ff\x,yuJi,  <  26^, 

(X,_:,<x£xj 
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mitlim  ^ 

""H     II' {x)  ""fi      "'IL 

Nach.  §  213  darf  man  aber  schreiben 
Mithin  ist 

6      >l'{xj 

f[ff{x,  y)dy)dx~^fff(x,  y)dxdy,£  26{l  -  aM 

a      (fix)  O^^ 

und 

6       >l>{x) 

Jjf(x,  y)dxdy  —  /  \Jf{oc,  y)dyjdx  <4:ö{h  —  a)3J?. 

33  a       (p  ix) 

Da  man  6  beliebig  klein  machen  kann,  folgt,  daß  die  linke 
Seite  NuU  ist. 

Noch  einfacher  gelangt  man  zu  diesem  Resultat,  wenn 
man  sich  auf  §  216  stützt  und  annimmt,  daß  f\x,  y)  außer- 
halb von  iö  überall  gleich  Null  ist. 

§  224.    Doppeliiitegrale  in  beliebigen  beschränkten 

Bereichen.  ''.H  sei  ein  beliebiger  beschränkter  Bereich,  d.  h. 
ein  Bereich,  der  sich  in  ein  Rechteck  (a,  h]  c,  d}  einschließen 
läßt.  In  2t  sei  eine  Funktion  j\x,  y)  definiert.  Wir  dehnen 
die  Definition  von  /"  auf  <«,  />;  c,  d)  aus,  indem  wir  festsetzen, 
daß  /■  an  jeder  Stelle,  die  nicht  zu  21  gehört,  gleich  Null  sein 
soll.      Wenn  dann  das  Integral 

Jjf{x,y)d.rdi/ 

<a,6;  c*rf> 

existiert,  so  nennen  wir  es  das  übi'r  21  erstreckte  Integral  von 
/'  und  bezeichnen  es  mit 


jjf(x,y)dxdy. 
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Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken,  daß  %  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Normalbereichen  ^)  zerlegbar  ist  (vgl, 
Fig.  28  auf  Seite  395).  Ferner  soll  f(x,  y)  in  51  stetig  sein. 
Bezeichnen  wir  die  Normalbereiche  mit  SS^,  35.2,  •  •  •?  '^p^  ^^  i^^ 
f(x,  y)  in  jedem  58^,  stetig.     Es  existieren  also  die  Integrale 

ijK^,  y)dxcly .  {v=l,2  ...,  p) 

Jetzt  sei  f\.{x,y)  eine  Funktion,  die  in  33,,  gleich  f\x,y)  ist 
und  überall  verschwindet.     Dann  ist  in  (a,h\  c,  iT} 

f\x,  y)  =  t\{x,  y)  + V  fp[x,  y) 

außer  auf  den  Rändern  der  einzelnen  33,.  Durch  geeignetes 
Abändern  jedes  f^,(x)  auf  dem  Rande  von  ^j,(x)  können  wir 
erreichen,  daß  die  obige  Gleichung  überall  in  (a^h]  c,d}  gilt. 
Beachtet  man,  daß  die  Integrale 

jffr(^,y)dxdy 

dabei  ungeändert  bleiben,  so  ergibt  sich 

p  p 

Jff(^,  y)(^xdy  =^jffXx,y)(ixäy^^jff(x,y)dxdy. 
V  1=1 'asv  1=1 ''»„ 

Zerlegt  man  5t  in  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen 
5(^,  5(2,  . . .,  3t,.,  deren  jeder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Normal- 
bereichen zerlegbar  ist,  so  hat  man 

,  ij  'f(^,  y)  <^^  (^y  =  2Jß'^^'  y^  ^^^  ^^y  ■ 

V  0  =  1  '^%^, 

Auf  jedes  5t  läßt  sich  nämlich  die  soeben  bewiesene  Formel 
anwenden. 

f(x,y),  (p(x,y)  seien  in  5(  stetig  und  cp{x,y)  nirgends 
negativ.  Dann  ist  (vgl.  §  22 Ij,  wenn  wir  5t  wieder  in  die 
p  Normalbereiche  33,,  zerlegen, 


1)  Wir  lassen  beide^cbrten  von  Normalbereichen  zu,  solche  in  Bezug 
auf  die  ic-Achse  und  solche  in  Bezug  auf  die  ^/-Achse.  Bei  der  Zerlegung 
von  %  dürfen  beide  Arten  von  Xormalbereichen  zusammen  auftreten. 
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m  j  j  (fdxdyK  f  1  fq) dx  di/  <  M  f  j  cpdx  dy, 

on   soll   den   kleinsten   und   M  den    größten   Wert  von  f{x,  y) 
in  51  bedeuten.     Hieraas  folgt 

m  j  j  (pdxdy  ^  i  jf(pdx  dy  <  M  f  j  (pdx  dy, 

und  wir  können 

/  j  fifdx  dy  =  K  f  f  cpdxdy 

setzen  (m  ^  K  ^  M).     Ist  w,,  der  kleinste  und  ili,   der  größte 
Wert  von  f{x,  y)  in  93,,,  so  liegt  K  sicher  in  einem  der  Intervalle 

<w„  M,y,  im,,  JSUy,  ■  •  •,  <m^,  M^^. 

Nach    §  221    gibt    es    also    in   5(   einen  Punkt  ( |,  r/),    so   daß 
K  =  /"(!,  rj)  ist.     Dann  wird  aber 

Jjf('^'  y)  ^(^''  y)^^^  ^^y  ^  A^^  v)JJ^(^'>  y)dxdy. 

Setzen  wir  g)(x,y)  =  1,  so  haben  wir  die  Formel 

Jjf{x,  ij)dx dy  =  t\l,  n)A  . 

A,  d.h. 

f  dxdy  ==^/  f  dxdy  =  2JB,, 

91  's,, 

ist  der  Inhalt  von  ''^l. 

3  bedeute  eine  Zerlegung  von  31  in  Teilbereiche  3Ij ,  %^ ,...,  31,., 
deren  jeder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Xormalbereielien  zer- 
legbar ist.  Jedes  31  schließen  wir  in  ein  möglichst  kleines 
Rechteck  <a  ,  &  •  c  ,  r/„>  ein  und  nennen  die  Diagonale  dieses 
Rechtecks  die  Diagonale  von  3l„.  Die  größte  Diagonale,  die 
bei  den  Bereichen  31, ,  3(o,  .  .  ,  31,.  vorkommt,  nennen  wir  die 
Maximaldiagouale  der  Zerlegung  3.  Eine  Folge  ^uBs« 
ßj,  .  .  .  von  Zerlegungen  wie  3  nennen  wir  eine  ausgezeich- 
nete 3-I'f>li-'e,  Avenn  limb,,=  ()  ist.  Dabei  bedeutet  b„  die 
Maximaldiagonale  von  3„- 


Doppelintegrale  in  beliebigen  beschränkten  Bereichen.  385 

i^ojVo)    ^®i   ®^^   beliebiger   Punkt    von   '5?(„.      Dann    unter- 
scheidet sich  die  Summe 

r 


von 


JJfi^^  y)dxdy  =^Jjf(x,  y)dxdy  =3'(l^,  %)A, 

um  weniger  als  öA,  vrenn  ö  die  größte  unter  den  Zahlen 
l/^(io;^o)  "A^o'?/«)  bedeutet.  Läßt  man  3  eine  ausgezeichnete 
3-Folge  durchlaufen,  so  wird  lim  (7  =  0.  Um  das  einzusehen, 
denke  man  sich  '^i  in  Normalbereiche  SB^,  Sa,  .  .  .,  93^  zerlegt. 
d(>  0)  wähle  man  so,  daß  zwei  Punkte,  die  in  nicht  anein- 
anderstoßenden Teilbereichen  liegen,  um  mehr  als  8  vonein- 
ander entfernt  sind.^)     Ist  nun 

lim  (x„  -  x^  =  lim  (?/„  -  yj  =  0, 
so   wird  für  M  >  v 


sein.  Die  Punkte  (x^,y^)  und  (x^,y^  liegen  dann  in  dem- 
selben oder  in  benachbarten  Normalbereichen.  Hat  man  (was 
nach  §  22?)  möglich  ist)  die  Zerlegung  von  51  so  eingerichtet, 
daß  die  Schwankung  von  ({x,  y)   in  jedem  Teilbereich  kleiner 

als    g    ist,  so  wird  für  n  ^  v 

'f(^n,yn)-f{^„,yn),   <« 

sein.     Das  bedeutet  aber 

\im{f{x„,  y,)  -  f{x„,  y„)}  =  0. 

1)  Die  Existenz  eines  solchen  d  ergibt  sich  leicht.  Man  beachte,  daß 
zwei  Kurven  x  =  f{t) ,  y  =  g{t),  a^f^h  nnd  x^F(u),  ij^Giu), 
c^u^d,  Avenn  /,  (/,  I<\  G  stetig  simJ,  einen  kürzesten  Abstand  haben. 
Dieser  ist  der  kleinste  Wert  von 

to{t,  u)  =  { m  -  Fiu)  1  ' -f  { ,7(<)  -  G(u) }  ■' 

in  <^n,b;  c,  dy.  Haben  die  Kurven  keinen  gemeinsamen  Punkt,  so  ist 
der  kürzeste  Abstand  größer  als  Null. 

Kowalewski,  Differential-  und  Integral- Rechnung.  25 


386  Kurvenintegrale. 


Es  ist  also 

fjf(x,  y)dx  dy  =  lim  3'(a;^,  y,)Ä^ 

8t 

für  den  Fall,  daß  3  ei^^ö  ausgezeichnete  Folge  von  Zerlegungen 
durchläuft. 

§  225.  Kurvenintegrale.  fp{t),  ip{t),  %{t)  seien  in  ia^hy 
stetig  und  so  beschaffen,  daß 

ist,  so  lange  t,  t  zwei  verschiedene  Werte  aus  (a,  &)>  sind. 
Durch 

(f)  x  =  (pit),     ;y  =  T^(0,     ^^  =  x{t)        <a<t<^hy 

wird  dann,  wie  man  sagt,  eine  einfache  stetige  Kurve  dargestellt. 
Der  Funkt  A,  der  dem  Wert  ^  =  «  entspricht,  heißt  ihr  An- 
fangspunkt, der  Punkt  7),  der  dem  Wert  t  =  h  entspricht, 
ihr  Endpunkt. 

Unter  den  Punkteü  von  t  ist  durch  die  Variable  t  eine 
bestimmte  Ordnung  hergestellt.  Entspricht  der  Punkt  P^  dem 
Wert  t  =  ti,  der  Punkt  P^  dem  Wert  t  =  ^,>(>  t^),  so  wollen 
wir  sagen,  daß  P^  auf  Pj  folgt  und  schreiben 

Mit  <(Pi,  P2  >  bezeichnen  wir  die  Kurve 

X  =  cpU),  y  =  tl^if),  z  =  lii).  (t,  ^t<t,) 

Wählen  wir  auf  f  die  Punkte  P^,  Pg,  .  .  .,  P„_i  so,  daß 
A<P,<...<P„_,<B 

ist,  so  zerlegt  sich  t  in  »Teile  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  !,  nämlich  in 

a,  P,>,  <P„  P,>,  ■••,  <P,_„P>. 

Eine  solche  Zerlegung  wollen  wir  mit  3  bezeichnen.  Als 
Maxiraalsehne  von  ß  bezeichnen  wir  die  längste  unter  den 
Sehnen  AP,,  P^P,,  .  .  .,  P^_,  U}) 

l)  Diese  Sehnen  sind  mit  <ler  zu  Grunde  gelegten  Längeneinheit 
zu  messen. 
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Unter  einer  ausgezeichneten  ß'^olge  von  t  verstehen  wir 
eine  Folge  ßi?  82»  83?  •  ••  ^^n  Zerlegungen  mit  der  Eigenschaft 
limL=0.     Dabei  bedeutet  ?    die  Maximalsehne  von  3n- 

Auf  t  seien  zwei  Funktionen  definiert,  d.  h.  jedem  Punkt  P 
von  f  sei  eine  Zahl  f{P)  und  eine  Zahl  g{P)  zugeordnet.  Wir 
nehmen  die  Zerlegung  3  vor  und  bezeichnen  mit  Q^,  einen 
beliebigen  Punkt  von  (F^,_^,  P,)-^) 

Es  kann  nun  sein,  daß 

71 

v  =  l 

einem  Grenzwert  zustrebt,  wenn  3  ^J^i©  ausgezeichnete  3"Folge 
durchläuft.     Diesen  Grenzwert  bezeichnet  man  mit 


ffdg 


und  nennt  ihn  ein  Kurvenintegral. 

„Orientieren"  wir  die  Kurve  f  anders,  d.  h.  kehren  wir  die 
Ordnung,  die  unter  ihren  Punkten  herrscht,  um,  so  multipli- 
ziert sich  das  Integral  mit  —  1,  d.  h.  es  ist 

ffdg  =  -ffdg. 

{AB}  (ba-} 

Mit  <^BA}  bezeichnen  wir   die  umgekehrt  orientierte  Kurve  t 
Existieren  die  Kurvenintegrale 


ffidgu---,ffpdgp, 


so  schreibt  man  für  ihre  Summe 

f{fxdy,\----  +  f,dg;) 
i 

und  nennt  auch  diesen  Ausdruck  ein  Kurveuintegral. 

Das   Kurvenintegral   ist   eine   Verallgemeinerung   des   ein- 
fachen bestimmten  Integrals. 


1)  A   nennen  wir  P^   und  B   nennen  wir  P,,. 

25* 
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§  226.    Zerlegungsformel.     Wenn 

ffdg 

t 

existiert,  so  existiert  auch 

ff  dg, 

(-1  n 

wobei  P  irgend  ein  Punkt  von  t  ist.^) 

Wir  beweisen  zunächst  folgendes: 

Jedem  positiven  d  läßt  sich  ein  positives  f  entgegenstellen 

derart,  daß 

\Jfdg-(B{^)   <e 
i 

ist,  sobald  die  Maximalsehne  von  ^  kleiner  als  d  ist. 

Machte  nämlich  e  =  Sq{>  0)  eine  Ausnahme,  so  gäbe  es, 
wenn  d  =  l/n  gesetzt  wird  (^=1,2,3,...),  eine  Zerlegung  ^„ 
und  ein  @(<^„)  derart,  daß 

i 

ist,  obwohl  die  Maximalsehne  von  3«  kleiner  als  l/>/  ist. 

Bn  Ba?  i^3?  •  •  •  ^^^  offenbar  eine  ausgezeichnete  ß-Folge. 
Man  hat  aber  nicht 

lim  e(3„)  =  ffd(/. 
i 

Nehmen  wir  nun  auf  <(P,j5)  eine  Zerlegung  ß'  vor.  deren 
Maximalsehne  kleiner  als  d  ist,  und  betrachten  wir  auf  \ÄPy 
zwei  Zerlegungen  ;^  und  ß,  die  auch  diese  Eigenschaft  haben, 

so  ist 

ij/w^-®(3')-®(3)!<^, 
t 

mithin 

@(3)-©(3)i<2^- 

1)  Wenn  P  mit  A  zusammenfällt,  setzen  wir  das  Integral  gleich  Null. 
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Mit  Hilfe  des  Caucliysclien  Kriteriums  ergibt  sich  hieraus, 
daß  lim  @(B«^  existiert,  wenn  ßj,  Bs»  ^a?  •  •  •  ^i^©  ausgezeich- 
nete 3"^olge  auf  <AF>  ist. 

Es  existiert  also  das  über  <(^P)>  erstreckte  Integral  von  fdg, 
folglich  auch  das  über  <  P7?  >  erstreckte,  und  man  hat  offenbar 

ffdg^ffdg+ffdg. 

t  {Apy       {PB) 

Allgemein  gilt  die  Formel 

ff  dg  =Jfdg  ^ffdg  +  ■■■  +Jfdg- 

t  {a'P,)  <P,P„>  <Pn-i,B} 

Unter  einer  Kette  von  einfachen  Kurven  wollen  wir 
[)  einfache  Kurven 

verstehen,    die    so    beschaffen    sind,    daß   der  Endpunkt   von  f, 
(v  =  l,  2,  .  .  .,  j)  —  1)    der   Anfangspunkt   von    f,^j    ist.     Mit   t 
werde   die  aus    t^,  t^,  .  ■  .,  L   in    dieser   Reihenfolge   zusammen- 
gesetzte Kurve  bezeichnet. 
Wenn  die  Integrale 

Jfdg,   JfdfJ,---,    Jfdg 

existieren,  so  setzen  wir  ihre  Summe  gleich 

i 

und  nennen  sie  das  über  (  erstreckte  Integral  von  fdg. 

Ist  \,t2,  .  .  .,^77  eine  andre  Zerlegung  von  1  in  eine  Kette 
von  einfachen  Kurven,  so  liefern  beide  Zerlegungen  zusammen 
eine  dritte  Zerlegung  von  I  in  die  einfachen  Kurven  t\,  t'^,. .  .,1'/. 
Sie  entsteht  aus  jeder  der  beiden  ersten  dadurch,  daß  die  Kurven  f, 
bzw.  fjr  weiter  zerlegt  werden.  Wendet  man  die  oben  erhaltene 
Zerlegungsformel  an,  so  erkennt  man,  daß 

2:^lhi9-2ilfdg==2^lfdf/ 

%J  ♦/  ♦/ 

ist. 
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§  227.    Beziehung  zwischen 

jfdij     und     If/fff' 

i  i 

Wir  wollen  aunelimen,  daß  das  erste  Integral  existiert  und 
zeio-en,  daß  dann  auch  das  zweite  existiert. 

Wir  müssen  zu  diesem  Zweck  den  Ausdruck 

®(3)=^^(<?..){/'('^.>-/<^.-i>} 
1=1 

betrachten.     Offenbar  ist 

s(3)  =2  {K^i>,)[/"(^,)  -  r(Qr)]  -r  ffmifiQ,j  -  f\p,-.)] }  • 

Nun  kann  man  aber  schreiben 

=  g{PMP,)  - fKQMQ,^  - aP,)UnPr)  - 9(Mr)] 

und 

giQ,)[fm-f(P,-r)] 

.so  daß  sich  ergibt 

®(3)  =2^{r/<P.)/-W  -.^/(^.-i)/'(^.-i'l 
>  =  i 

V 

-^ifip,.,  ^MQ,)  -//i  p,-,)]+f(p,)y'  p,  ^-9m\  1  ■ 

Die  erste  Summe  rechts  ist  gleich 

(fg)'l  =  f\B)y(B)-f{A)g{Ä). 

Die  zweite  Summe  rechts  ist  ein  Ausdruck  wie  Slß)  in  §  225. 
Lassen  wir  ß  eine  ausgezeichnete  3"^'*V^  durchlaufen,  so  er- 
gibt sich 

lim  5(3)  =  (/>)'; -//rfy. 
t' 
Wir  habeu  also  folgenden  Satz: 

Wenn  eins  von  den   beiden   Integralen 

j'f'dfh    j'fldf 
l  t 
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existiert,   so  existiert  auch   das  andre,   und  es  gilt  die 
Formel: 

ffdg+fgdf^{fg)l. 


§  228.    Ein  Fall,  in  welchem 


ff'ig 


existiert,     f  sei  auf  f  stetig  und  g   sei   auf  f  absteigend, 
d.  h.  es  sei  immer 

g{P,)^g{P,}, 

wenn 

Pi  <  P, 

ist. 

Wir  wollen  zeigen,    daß   unter   diesen  Bedingungen    jfdg 

existiert.     Zunächst  beweisen  wir  folgendes: 

Wenn  3i>  32?  Ss?  •  •  •  ßi'ie  ausgezeichnete  ß-Folge 
ist  und  6^  die  Maximalschwankung  von  f{x,y)  auf  den 
Teilbögen  von  3«  bedeutet,  so  hat  man  \\va.6^  =  0. 

Ist  6  ein  Häufungswert  der  beschränkten  Folge  <5, ,  ö.,, 
ög,  .  .  .,  SO  läßt  sich  in  3i'  32;  33^  •  •  •  ^^^  Teilfolge  3i,  3-2' 
ßg,  .  .  .  SO  auswählen,  daß  lim  a^^  =  6  ist. 

'A^^,  B^>  sei  der  Teilbogen  von  3n>  ^^^  welchem  /"  die 
Schwankung  6^  hat.  .!„  gehöre  zu  f  =  a^^  und  JB^  zn  f  =  h,, . 
Wir  wählen  in  «j.  a^,  a.^.  ...  eine  konvergente  Teilfolge  ö/, 
«2 ',  CL^j  •  ■  ■  und  in  h^,  h^,  h.^,  .  .  .  eine  konvergente  Teilfolge 
W)  ^2"}  W>  ■  ■  ■  ■     Es  sei 

lim  ((„"=  a",     lim  h„"=  h". 
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und  A'J ,  B^',  A",  B"  seien  die  Punkte,  die  zu  t  =  a„",  t  =  h 
t=^a",  t  =  h"  gehören.     Wegen  der  Stetigkeit  von  (p[t),  '^{t), 
x{t\  ist  dann 

\^mÄJ^''^Ä"B"\ 
Da  aber 


iim^;'i,V'-  =  o, 

"^^il    3i>  32' 33'  •  •  •    öi^ö    ausgezeichnete    3 "Folge    sein    soll, 
so  folgt 
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Wenn  mau  mit  (?,/'  die  Schwankung  von  f'{x,  y)  auf 
(A^",B^'}  bezeichnet,  so  ist  lim  (?,/'=(?.  Nun  sei  /"(2l„")  der 
kleinste  und  /'(93,/'i  der  größte  Wert  von  /'  auf  (A^",  B^"y,  also     ■ 

Gehört  5l„"  zu  f  =  a„"  und  33,/'  zu  t  =  b,/',  so  hat  man 

also 

lim  a/'=  a",     lim  b„"=  «". 

Daraus  folgt  aber 

<j  =  iimi/\33;'i-/(2(;')}  =  o. 

Die   beschränkte   Folge   a^,  öo,  <5.j,  •  •  •   hat   also   nur  den  Häu- 
fun^swert  Null.     Es  ist  daher  lim  ö„  =  U. 

Jetzt   sind    wir  imstande,    die   Existenz   von    ffdg   zu  be- 

i 
Aveisen.     Da  lim  (?,,  =  0  ist.  läßt  sich  v  so   wählen,  daß  (?„  für 

n  ^  V    kleiner    als    f    ist.     Aus  3,    und   3«  ('^  >  ^)    zusammen 

ergibt  sich  eine  Zerlegung  ;^„  von  f.    Man  bestätigt  leicht,  daß 

®a)-S(a,i   <ö,{f,{A)~giB)]<s{g^A)-g(B)} 
und 

©(8J-^(i'  <(?j.'/(J)-//i/^)j<M^<^)-.9(i?)} 

ist,  also 

Mit  Hilfe  des  Cauchyschen  Kriteriums   erkennt  man  hieraus, 
daß  lim  2(3J  existiert.-) 

Wenn  g  auf  f  von  beschränkter  Variation  und  fix)  auf  f 

stetig  ist,  so  existiert  //V///  ebenfalls.    //  läßt  sich  nämlich  als 

t 
Differenz  von  zwei  absteigenden  Funktionen  darstellen. 

1    -Man  hedenkf,  daß  f  fine  eint'aclio  Kurve  ist. 

2)  Daß  immer  derselbe  Grenzwert  herauskommt,  beruht  darauf, 
daß  3i '  3» )  3»!  3s-  •  ••  ^'"^  ausgezeichnete  ^-I'olge  ist,  sobald  3m  3j» 
33,  ...  nnd  3i  1  3s '  3r.  •  ••  •  solche  sind. 
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Aiiweiidiiug.  F(:c)  sei  in  <  a,  &)>  monoton  und  G{x)  in 
<^a,  hy  integrierbar.  Dann  ist  /  (T\x)dx  in  <(«.,  })}  stetig.  Nach 
dem  Obigen  existiert  also  das  Integral 

f[fG{x)dx)dF{x), 

a        a 

mithin  (nach  §227)  auch  das  Integral 

6  .r 

fF{x)djG{x)dx, 

ii  a 

und  man  hat 

h  X  b        X  b 

jF{x)dfG(x)dx  +f[fG(x)dx)  dF{x)  =  F{h)fG{x)dx. 

au  fi       a  cc 

Nun  unterscheiden  sich,  wenn  ä",  _  ^  <  x,.  <  x^.  ist^ 

^F{x^)fG{x)dx     und      yF{x^)  G{x^)  (x^.  —  x^._^) 
höchstens   um 

wobei  (5,  die  Schwankung  von  G{x)  in  <Cx,._^,x^,}  und  M  die 
größte  der  Zahlen    F{a)  ,    F(h)l  bedeutet.     Es  ist  daher 

6  X  b 

j'F(x)d  [fG{x)dx)  =jF\x)  G(x)  dx. ') 

II  a  a 

X 

Beachtet   man,    daß   F{x)    monoton   und   j  G{x)dx  stetig 

a 

ist,  so  erkennt  man  leicht,  daß 

b  X  'i 

/{J'g (x)  dx)  dF{x)  =  { F(h)  -  F{a)  ]j  G  (x)  dx 

a        a  ,/, 

1)  Diese  Formel  gilt  überhaupt  immer,  wenn  F  und  G  in  <(a,  &)> 
integrierbar  sind.     Ist  G{x)  =  H'(x),  so  lautet  sie 

6  b 

jF{x)dH{x)  =fF{x)H'{x)dx. 
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ist  (a  <  I  <  &).     Schließlich  erhält  man  also 

/ >(rr)  G {x)  dx  =  F{a)  j  G {x)  dx  +  F{h)  j  G{x)  dx, 
die  Formel  des  zweiten  Mittelwertsatzes  (vgl.  §  HJ2j. 

§229.    G-reensche  Formel.     f{x,  y)  und  t^{x-y)  seien 
in  dem  Normalbereich  5Ö  stetig. 
Nach  §  223  hat  man 

fj fy  (^ , V)  (fx dij  =f{ffy  {x, y)  dy)  dx . 

Ö  a      (p  (x) 

Da  nun  (nach  g  156) 
xpy) 

cp  (x) 

ist,  so   wird 

b  b 

ijfy  (^'  y)  ^y = /^(^''  ^^^^"i^  '^^  ~~  /^('*"-'  ^^^^)  ^^• 

Bezeichnen    wir    die    vier   Begrenzungskurven    von    ^^    mit 
ti>  fo,  ta.  h  (vgl-  Fig.  27),  so  ist 

/ t'{x ,y)dx  =  0,      lf(x ,  // )  d  r  =  U , 

Cfix,  y)  d.i  =  /  f{x,  (f  ix))  dx ,  ■f 

b 
Jf{x,  y)  dx  =  —  lf\x,  t(x) )  dx. 

Wir  können  also  sehreil)en 

IJfv  i^',  y)  ^-^  <^y  =  -  / /V' ,  y)  dx, 

wobei  f  fdx  das  über  den   ganzen  Kantl  von  '-8   erstreckte  In- 

tegral  von  fdx  bedeutet.  Dabei  ist  der  Hand  so  orien- 
tiert, wie  es  die  Figur  zeigt.  Wenn  nuin  den  Hand  in 
der  Hichtung  der  Pfeile  durchläuft,  so  umfährt   man  ^^  in  der- 


Greensche  Formel. 


395 


0 


selben  Weise,  wie  man  den  Einheitskreis  bei  positiver  Drehung 
(ygl.  S.  340)  des  Radius  umfährt.  Diesen  Umfahrungssiuu  wollen 
wir  den  positiven  nennen.  Wählt  man  die  positiven  Achsen- 
richtungen so,  daß  die  positive  Drehung 
der  Drehung  des  Uhrzeigers  eutcregen- 
gesetzt  ist.  so  hat  man  bei  der  positiven 
ümfahrung  von  ^-8  das  Innere  zur  Linken. 
Wir  nehmen  an.  daß  der  Beobachter 
immer  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Koordinatenebene  bleibt. 

Man   kann   die   obige   Formel   noch  _^  __ 

verallgemeinem.    Ist  %  ein  Bereich,  der 

sich  in  p  Xormalbereiche  in  Bezug  auf  die  .r -Achse  (vgl.  §  217) 
zerlegen  läßt,  so  gilt  für  jeden  dieser  Xormalbereiche  jene 
Formel.     Durch  Addition  ergibt  sich^) 

fjfv(^'  y)  ^^^  ^y = -Jfi^^  y)  f^^- 

Das  Integral  rechts  ist  über  den  ganzen  Rand  erstreckt,  der 
so  orientiert  ist,  daß  mau  das  Innere  von  51  zur  Linken  hat, 
werm  man  ihn  durchläuft.  Der  Leser 
möge  an  Fig.  28  selbst  den  Beweis 
führen. 

Wir  woUen  jetzt  annehmen,  daß  Sji 
auch  in  Normalbereiche  in  Bezug  auf 
die  y-Achse  zerlegbar  ist.  Sind  g(x,  y) 
und  fJxipc,  y)  in  2(  stetig,  so  hat  man^) 


Jj^x  (^>  y)  ^i^^'hi  =,  /  gU.  y)  dy. 

91  21 


0 


Flg. 


Durch  Subtraktion  der  beiden  Formeln  ergibt  sich 
j'ifdx+ydy)  ^jj\g-f^;jdxdy. 


st  31 

Das  ist  die  Greensche  Formel. 


1)  Es  wird  angenommen,  daß  /'  und  f],    i"  ^3(  stetig  sind. 
2;  Die  Achsen   haben   ihre  Rollen   vertauscht.     Dabei  hat  sich  der 
positive  Drehungssinn   umgekehrt.     Daher  felilt    rechts   das   Zeichen  — . 
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fjY;dxdy  =  -j)dx 


99   sei   ein  Normalbereich  in  Bezug  auf  die  j -Achse  uud 
93  ein  Normalbereich   in  Bezug  auf  die  ^ -Achse.     Die  Formel 

liefert  für  /"  =  ij  A 

fjdx  dy=  -  1 5/  dx  =j  x  dy .    (§  227) 
Die  Formel 

liefert  für  f  =  x 

f  I dxdy  =  Jxdy. 

Ein  Normalbereich  9?  hat  also  stets  den  Inlialt 

/  ^  dy , 

ob   es   nun  ein  Normalhereieh   in   Be7,ug  auf  die  ./-Achse  oder 

in  Bezug  auf  die  //-Achse   ist.     Das  Integral   ist  in  positivem 

Sinne  längs  des  Randes  zu  nehmen. 

Hieraus  ergibt  sich  der  foltjende  allgemeinere  Satz: 
Wenn  %  ein  Bereich  ist,  der  sich  in  eine  endliche 

Anzahl    von    Normalbereichen^  i    zerlegen    läßt,    so    ist 

sein  Inhalt  gleich 

j'-rdy, 

wobei   man  das   Integral   in   positivem  Sinne  längs  des 
Randes  von  2t  zu   nehmen   hat. 

Statt    jxdy    kTmiien    wir    auch    sehreiben    —  jydx    oder 
«  k 

^J{xdy-ydx). 


1 


1)  Beide  Arten  von  NormaU'ereichen  sowohl  solche  in  Bezug  aut 
die  iT?- Achse  als  auch  solche  in  Bezug  auf  die  y-Achse)  sind  hier  zu- 
lilssig. 


ffdg.  597. 


§  230.   Das  Integral 


Jfic 


fix,  y)  und  (j{x,  y)  mögen  in  dem  Recliteck  <(a,  Z>;  c,  dy  stetige 
erste  Ableitungen 

fi  (^,  y)  =  f'Ä^,  y)y    U  (^;  y)  =  fyi^,  y)  - 
9i (^ ,  y^  =  o',  (^ -  y) ,  9-2  (-^ •  y)  =  i^« («'';  y) 

haben.      f{x,y),   g(x,y)    sind    dann    ebenfalls    in    '(i,h:  c,  d} 
stetig  (vgl.  §  111). 

33  sei  ein  in  (a,  h;  c,  d^  enthaltener  Normalbereich,  und 
zwar  ein  Normalbereich  in  Bezug  auf  die  a;-Achse,  so  daß  er 
durch  ITogleichungen  von  der  Form 

a  K  a  ^x  ^  ß  -^b , 

c  ^  (p{x)  ^  y  ^  il^ix)  <  d 
definiert  ist.  ^  i 

Wir  wollen  annehmen,  daß  33  rektifizier  bar  ist,  d.  h, 
daß  der  Rand  von  33  eine  Länge  hat.  Dazu  müssen  (p{x). 
i-'ix)  in  (u,  ß)  von  beschränkter  Variation  sein. 

Bezeichnen  wir  mit  lix,^  die  Summe  der  beiden  Bögen 

y  =  (p(  x)     und     y  =  i'  {x) , 
(a  <  ä;  <  a^o) 

so  ist  l{x)  in  <a,  ß}  stetig  (vgl.  §  199)  und  l{a)  =  0. 

Da  eine  stetige  Funktion  beim  Übergänge  von  einem 
Wert  zum  andern  alle  Zwischenwerte  annimmt,  so  können  wir 
zwischen  a  =  a^  und  ß  ==  a  die  Werte  u^,  c.^,  .  .  .,  cc  i  in  der 
Weise  wählen,  daß 

ist  (i;  =  0,  l,2,...,p). 
Durch  die  Geraden 

X  ==  «,.  (v  =  1,2,  ...,p  —  1) 

wird  33  in  j>  Normalbereiche  zerlegt. 


1)  cp(x),  i/>(a;)  sind  in  <^(x,  ß}  stetig,  und  man  hat  für  a  <^  x  <^  ß 
immer  cp{x)  <[  fp{x). 
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Benutzen    wir   außer  jenen    Geraden 
noch  die  Kurven 

y  =  ^r(^)  =  ^(^)  +  -^  { ^{x)  -  9" ^) } 

>     als    Teilungslinien,    so   erhalten   wir   ein»' 
Zerlegung    von  33    in  p^  Xornialbereiche. 
(Fig.  29  zeigt   dies   für  den   Fall  p  =  4.) 
Ein  solcher  Teilbereich  wird  durch  die  Ungleichungen 

(S3,,< ,)  «„ _  1  <  :^  <  «,„ ,    ^, _  1  (x)  <y<(f, ix) 

(u,  v=  \,..  .,p) 
dargestellt.  ^) 

?,,  sei  die  Länge-)  von 

//  =  ^,.{x)  (ci  ^x  ^  fi 

und  Iq  =  I,  lp  =  l . 

Man  bestätigt  leicht,  daß 

ist.     Sind    näralich    s,  s,  5,.   drei    entsprechende    Sehnen^)    der 

Kurven 

i/  =  (p(x),     }i  =  xl){x),     y  =  q,(x), 
so  hat  man 

.*?,  <  s  +  s. 

Der  Rand   von  -ö,,,   enthält   zwei  Stücke,  die  parallel  zur 
i/-Achse  sind.     Sie  sind  zu^^ammen  kleiner  gleich 

9  ^^~y. . 


Jedes    der    beiden    andern    Stücke    des    Randes    ist    nach   dem 
Obigen  kleiner  als 


^(«„-n  O  +  ^(«„-i,«J  = 


l  +  l') 


1;  ^yii  setzen  ff  a.i  =  qp^x),  V".i  'f„,'  • 

2)  l^,  existiert,  weil   cp^Jx)  in  <^a,  ß)>  stetig   uml    von  beschränkter 
Variation  ist. 

'A)  Die  Anfangspunkte  dieser  Sehnen  haben  dieselbe  Abszisse,  ebens' 
die  Endpunkte. 

^ '  ^(«   _  n  «  )  bedeutet  den  Teil  des  Bogens  i/  =  cf  [jr),  der  zwischen 
a;  =  «,,  _  j  und  x  =  a,,  liegt.     I^ine  ähnliche  Bedeutung  hat  /7a^  _  ^ ,  a^). 
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Der  ganze  Rand  von  93,,,.  ist  also  kleiner  als 

d  =  Ah  +  I  +  f^-c)  =-• 

Unter  den  von  uns  gemachten  Voraussetzungen  existieren 
die  Integrale 

ffdg  und   ffdg. 
©  «^, , 

Wir  können  uns  hier  auf  den  Satz  in  §  228  stützen. 
/"  ist  längs  des  Integrationsvveges  stetig  und  g  ist  auf  ihm  von 
beschränkter  Variation.     Aus 

gi^c',  y')  -  g{x,  y)  =  {x  -  x)  g^  {x,  y)  +  ly'  -  y)  g^  {x,  y) 
(vgl.  §  111)  folgt  nämlich 


g(x,  y')  —  g[x,  y)  |  <  2My{x'  —  xf  +  {y  —  yY, 

wenn  wir  mit  M  den  größten  Wert  von  g-^  und  g^  in 
ya,  h]  c,  dy  bezeichnen.  Wenden  wir  diese  Ungleichung  auf 
beliebig  viele  aufeinanderfolgende  Punkte  des  Integrationsweges 
an  und  bedenken,  daß  dieser  im  vorlies;enden  Fall  eine  Länge 
hat,  so  ergibt  sich,  daß  g  auf  ihm  von  beschränkter  Variation  ist. 
Man  hat  offenbar 

ffdg -2  ffdg. 

SS  ^„ ,, 

Statt  fix,  y),  g{x,  y), .  .  ■  werden  wir  im  folgenden  kurz 
/■(p),  //(p),  .  .  .  schreiben,  indem  wir  unter  p  den  Punkt  {x,  y) 
verstehen. 

Wir  wollen  auf  zwei  Punkte  p  und  p^  von  ^^„,,  die  Formel 
in  tj   111  anwenden.     Danach  ist 

/"(p  I  -  /'(Po)  =  (^  -  ^o)/i(p)  +  (y  -  go)fM- 

p  liegt  auf  der  Verbindungs.strecke  von  p^  und  p. 

Weil  /j,  f.2,  g^,  g.2  in  <^a,  b-  c,  d;>  stetig  sind,  können  wir 
auf  Grund  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  (vgl.  i:j  211)  jy  so  groß 
wählen,  daß 

fÄV)  -  ftiP"),  f,(P')  -  f^iP"), 
giiP')  -  gxip"),  g2(.P')--g2(P":^ 

ihrem    Betrage    nach    kleiner    als    f    sind,    sobald    p'    und    p" 
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Punkte    von   Kß,  &;  c,  dy    sind,    deren    Entfernung   kleiner    als 
der  oben  angegebene  Wert  d^^  ist. 

Da  nun  der  Abstand  von  p  und  p^  kleiner  als  der  Um- 
fang von  33,,,,,  mithin  kleiner  als  ö  ist,  so  ist  auch  p  von  p^ 
um    weniger    als  ö„  entfernt,    und    man    kann    schließen,    daß 

|/i(P)-A(Po)^    /2(P)-/2(Po)     kleiner  als  £  sind. 
Beachtet  man  noch  die  Ungleichungen 

X-  Xq    <  dp,    y  —  ?/o    <  dp, 
so  ergibt  sich 

f(^)  =  fiPo)  +  (^  -  ^W  /i(Po)   +  (y  --  ^o)/2(Po)  +  (>, 

Man  hat  also^) 

(*)  ffclg  =  f,{%)fxd(,  +  f,(Po)fycIg  -^/gdi,. 

Nun  bedenke  man,  daß 

der  Grenzwert  einer  Summe  von  der  Form 

®=29('1„-i){5'(q„)-.'/(q„_i)} 

n  =  l 

i8t.2) 

^«?  y„  seien  die  Koordinaten  von  c\„.     Dann  hat  man 

also 

i5'(qJ-.'7(q„_-J    <^'^^(  ^„-^„_i    +    y„-//„-il)-') 
Hiernach  ist 


I 


1;    /  (hl  ist  gleich  Null. 


2)  pj,,  q,  , .  .  .,  Qy  sind  aufeinanderfolgeude  Punkte  des  Randes  von 
33„,   und  iiy  fällt  mit  (]„  zusammen. 

3)  M  wählen  wir  mit  Rücksicht  auf  das  Folgende  gleich  so,  daß 
in  <a,?i;c,rf>  fiix.y),  /"»(x,»/),  jf,  (x-,y),  g,{x,;/)  ihrem  Betrage  nach 
kleiner  als  N  sind. 
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mithin 


p 


Kehren  wir  zu    der    mit  (^*)   bezeichneten  Formel  zurück, 
so  ist  (vgl.  §  227) 

j  xdy  =  —  j  gdx 

und 

Jyd9  =  -Jgdy. 

Nun  gilt  aber  die  Gleichunsc 

^'P)  =  ^(Po)  +  (^  -  ^o)  5^1  (Po)  +  {y-  yo)92iVo)  +  Q, 
wobei 

ist.     Es  wird  also,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  Integrale 
fdx,  Jdy,  jxdx,  Jydy 

ö  ÜB  8  »ä 

verschwinden, 

und 

jgdy  =  gi{%)jxdy  +lQdy. 

Die  Integrale  j^dx,   j  gdy  sind  ihrem  Betrage  nach  kleiner 
als  2 top. 

Es  hat  sich  also  ergeben 

ffdg  =  -f\{Po)gÄPo)ß/dx-f2(Vo^gi{h)ß'dy  +  p„, 

oder,  da 

I  ydx  =  —  I  xdy 

ist, 

//^^//=    {/i(Po).92(Po)-/2^.Po)^l(Po)}/^^^y+   {>,„.■ 
Kowalewaki,  Differential-  and  Integral- Rechnung.  26 
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Für  Q      gilt  die  Gleichung 

Es  ist  demnach 

Wir  wissen  nun,  daß 

I  xdy 

denlnhalt  JB^^^.von  3?,, ,  darstellt.  Bei  passender  Wahl  des  Punktes 
Po  wird  aber  (vgl.  §  221) 

JJ { U^y  y)9-2 ( ^7  y^  —  U  1^',  y)giix,y)}dxdij 

=  !/;<Po)^2(Po^  -/2(Po)^l(Po)}^,v, 

SO  daß 

(**)  ff<h=Jj\!c'^dxdy  +  Q,,,. 

ist.     Dabei  haben  wir  für  die  Funktionaldeterminante 

/i '  ^:  y  '^2  (^.  y)  -  t\  {sc,  y)  g^  {x,  y) 
das  Svmbol 


lf9\ 


geschrieben. 

Addiert  man  alle  Formeln  (**),  so  kommt 

ffdf,=jJ(i^dxdy^-Eg^,^., 

und  man  hat 

oder,  da  ö^  =  A'//>  war  (vgl.  S.  399), 

|2:(,,.,i<8MJr^f. 

f  ist  aber  eine  beliebig  gewählte  positive  Zahl.    Es  folgt  also 

ffdg=fiyjy)dxdy. 

Wenn  33  ein    rektifizierbarer  Xormalbereich  in  bezug  auf 
ilie  //-Achse  ist,  so  gilt  dieselbe  Formel. 
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5(   liege   in   (ß,  &;  c,  d^  und   sei   in   eine   endliche   Anzahl 
rektifizierbarer  Xormalbereiche  ^)  S8  zerlegbar.     Dann  ist 

ff  dg  =  2  ff  dg  =  2  fj\i^y)  dx  dy  =fl\  i^)  dx  dy , 

d.    h. 

ffdg  =  ff(il)dxdy. 

Man   führt   diese  Formel   gewöhnlich   auf   die    Greensche 
Formel  zurück.     In 

f{Fdx  +  Gdy^  =ff(G:  -  F;)dxdy 

Avird  für  F  und   G 

fg'^  bzw.  fg'y 
gesetzt.     Dann  ist 

Gx  =  f'rgy  +  fgxy, 

F'y  =  fyg'r  +  fg'xy, 
also 

G'x  —  Fy  =  f'^g'j  —  fyg^. 
Andererseits  wird 

Fdx  +  Gdy  =  f(g'^dx  +  gydtj)  =  fdg. 

Wie    man    sieht,    kommen    bei    diesem    Beweis    die    Ab- 
leitungen 

^;;  und  g'y^ 

vor,  während  unser  Beweis  nichts  über  die  zweiten  Ableitungen 
voraussetzt. 

§  231.     Transformation  des  Doppelintegrals.     Wir 

machen  über  /'  und  g  zunächst  dieselben  Voraussetzungen  wie 
in  §  230.  Diese  Funktionen  sollen  also  in  <(«,  b:  c,  rf/  stetige 
erste  Ableitungen  fi,  f^,  gi,  g^  besitzen.  Ferner  nehmen  wir 
aber  an,  daß  die  Funktionaldeterminante 


[xy)  =  fi92  -  fiffi 


in  (a,h'^c,dy   nirgends    null    ist.      Endlich    fordern   wir  noch, 
daß  die  Gleichungen 

1)  Beide  Arten  von  Xormalbereichen  sind  hier  zugelassen. 

26* 
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f{^,  y)  =  f\^,  y),  9ix,  y)  =  9{^,  y) 

nur  daun  beide  erfüllt  sind,  Avenn  die  Punkte  (x,  y)  und  (x,  y ) 
zusammenfallen. 

Diese  letzte  Forderung  gewinnt  eine  anschauliche  Be- 
deutung,  wenn  man  die  Abbildung 

u=^f{x,y), 

V  =  fK^^  y) 

betrachtet.^)  Sie  kommt  dann  darauf  hinaus,  daß  ver- 
schiedene Punkte  von  (a,h:c,dy  stets  verschiedene 
Bildpunkte  haben  sollen. 

Den  Inbegriif  aller  Bildpunkte,  die  sich  bei  Anwendung 
unserer  Abbildung  auf  das  Rechteck  <a,  6;  c,  dy  ergeben,  wollen 
wir  mit  9i  bezeichnen.  Jedem  Punkt  («,  v)  von  ^  entspricht 
dann  ein  ganz  bestimmter  Punkt  (x,  y)  in  <(«,  6;  c,  dy.  Es  sind 
auf  diese  Weise  in  M  zwei  Funktionen 
F(u,  v),  G{ii,  v) 
definiert,  und  die  Abbildung 

X  =  F{u,  r),  y  =  G(ii,  v) 

ordnet  jedem  Punkt  von  fü  den  Punkt  von  (o,b-c,dy  zu, 
dessen  Bildpunkt  er  bei  der  ersten  Abbildung  ist.  Beide  Ab- 
bildungen nennen  wir  (wie  in  §  12l-i)  zueinander  invers. 

Aus  §  124  ist  zu  entnehmen,  daß  F  und  G  im  Innern 
von  9?  stetige  erste  Ableitungen  haben.  Inneres  von  ü?  nennen 
wir  hier  den  Inbegriff  aller  Punkte,  die  inneren  Punkten  von 
(a,  b;  c,  dy  entsprechen.  Nach  §  123  läßt  sich  jeder  innere 
Punkt  {u,  v)  von  9i  mit  einem  (Quadrat  <'h  —  f,  h  -\r  f\v  —  f,v  -\-(y 
umgeben,  das  aus  lauter  Punkten  von  9i  besteht. 

©  sei  ein  Normalbereieh  im  Innern  von  iK^).  Wir  wenden 
auf  "i^  die  in  §  223  benutzte  Zerlegung  ;^^  an.  Die  entstehenden 
Teilbereiche  nennen  wir  !öj,  iög,  .  .  .  "i^y. 

51,  5(i ,  .  .  .,  "^Ij^i  seien  die  Bereiche  in  <^a,h'^  c,  dy,  denen 
id,  58j,  .  .  .,  33  ,  vermöge  der  Abbildung  entsprechen. 


1)  »,  V  sind  Punktkoordinaten  in  der  BildpV>ene. 

2)  Man   denke   sich   etwa    einen  Normalbereieh   in   Bezug    auf  die 
«-Achse. 
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Der  Inhalt  von  ^,   wird  durch  das  Integral 

f  udv 

dargestellt.  Dieses  Integral  ist  der  Grenzwert  einer  Summe 
von  der  Form 

r 

(1  =  1 
wobei 

(^0,  ^'o),    ("l.  '^l\    ("iJ  l'l)>    (%;  '^2';    ("2.  ^2);  •  •  -,  (Ü,.,  ^r\    ("r;  V^) 

aufeinanderfolgende  Punkte  des  Randes  von  33,  sind  und  (U  ,  rj 
auch  mit  (t<,,_i,  i'„_i J  oder  (u,j,v)  zusammenfallen  kann. 
(u^.,  Vj.)  ist  dersell^e  Punkt  wie  {Uq,  Vq).  Die  entsprechenden 
Punkte 

(^'0^  !h\  i^l,  11 1\  (:'\,  Ikh  {^2,  112),   (.^2,  y^),  •  •   -{^r,  ¥r),    i^r,  Vr) 

auf  dem  Rande  von  5(,  folgen  in  einer  bestimmten  Richtung 
aufeinander.  ^) 

d  sei  die  größte  der  Zahlen 

d  die  größte  der  Zahlen 


Wegen  der  Stetigkeit  von  f  und  4/  zieht  lim  Ö  =  0 
lim  d=0 
nach  sich  (vgl.  S.  360  Fußnote).     Aus 

folgt  also  für  lim  ö  =  0 

I  udv  =  +  jfdg. 


1)  Wenn  (m,  n  den  Rand  von  33,.  in  positivem  Sinne  durchläuft, 
so  bewegt  sich  der  entsprechende  Punkt  (x,  ij)  auf  dem  Rande  von  '?(,, 
immer  derselben  Kichtuntr  folgend. 
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Nach  §  230'  hat  man  aber^) 

Da    die    Funktionaldeterminante    in    <^a.  6;  c,  d}   nirgends 
null  ist,  so  hat  sie   beständig  dasselbe   Zeichen.     Mithin   wird 

Judv=fJ  \{il)   dxdtj. 

Jetzt   sei    0{u,  v)   eine  in   S   stetige  Funktion.     Aus   der 
Stetigkeit  von  f{x,  y),  g{x,  y)  folgt  dann,  daß 

in  21  stetig  ist. 

Wenden  wir  auf  das  Integral 

Cf^(f,u)   (iÜ)    dxdy 
sr,, 

den  Mittelwertsatz  an,  so  ergibt  sich 

Jf^if,0)    [il)  I  d^<^y  =  ^{f'^r^  li;.^  (I'^r,  y,y)Jf  (xy)  dxdy. 

(a;,,, «/,.)  ist  ein  Punkt  in  5(,.    Sein  Bildpunkt  (u,,v^)  liegt  also 
in  35,. 

Die  Summe 

•    1=1  «, 

ist  nach  dem  Obigen  gleich 

^jj0{f,ij)    (ij)    d.rd>,=  iy<Pif\;n  itlj'dxdy. 

1  =  1*^31,  fl 

Lassen   wir  ;>  die  Folge   1,  2,  3,  .  .  .  durclilaufen,  so  wird 
(Vgl.  i<  )\^2) 

lim  3(  ;^^)  =  /  /  (P(«,  V)  dudv. 


1)  Wir  nehmen  hier  an,   daß  sirh   auf  ?l.   \H, 'iif-    die  Formel 

in  §  230    anwenden    läßt.     Das    ist    der    Fall,    wenn    diese    Bereiche   in 
rektifizieibare  Xormalbpreichf  zerlegbar  sind.     Vgl.  hierüber  §  232. 
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Es  crilt  also  die  Gleichung 

fj  0{u,  v)dudv  =^JJ^{f^g)  I  [^)  I  dxdy. 

§  232.     Bemerkungen    zu    dem   Beweis    in    §  231. 

3  möge  dieselbe  Zerlegung  des  Bereichs  23  bedeuten  wie  in 
§  231.     Der  Bereich  '5  sei  dargestellt  durch 

cc  ^u  ^  ß,  (p{u)  ^  V  ^  ip(u). 

Von  (f{u)  und  li-iw)  fordern  wir  jetzt,  daß  in  'o:,ß-  die  Ab- 
leitungen 

(p'di).  t''(u) 

existieren  und  stetig  sind. 

Einer  der  p'  Teilbereiche  ist  durch 

%^i  ^  u  £ccu,  (p,_i  (k)  £v£(p,  (u) .     [u,v  =  1,2,..  .,p) 

definiert.^)  Wir  wollen  ihn  mit  5^,,,  bezeichnen  und  21^,  den 
entsprechenden  Bereich  in  5t  nennen. 

Zunächst  zeio-en  wir  folgendes: 

Pf^  läßt  sich  so  wählen,  daß  für  p  ^  j^o  in  jedem  ^^^^ 
wenigstens  eine  der  beiden  Funktionen-) 

ein  konstantes  Zeichen  hat. 

Wäre  dem  nicht  so,  so  cräbe  es  unter  den  Zerleffungeu 
3d  unendlich  viele,  bei  denen  in  irgend  einem  53^,,  keine  der 
beiden  Funktionen  FJ,  (rj  ein  konstantes  Zeichen  hat.  Wegen 
der  Stetigkeit  von  F'  und  G  würde  daraus  folgen,  daß  so- 
wohl  F'  als  auch  G'  in  dem  betreffenden  33,  ,  irgendwo  gleich 
NuU  wird. 

Es  gäbe  also  in  S  eine  Folge  von  Puuktepaareu 

Pi,fli:  Vi,  qo:  Vz,  q»:  •  •  • 
von  solcher  Beschaffenheit,  daß 

limp„q„  =  0 


1)  or,.  =  a  4-        §  —  ci),   qp,  (w)  =  qp \il)  +    ^    {  rp{u)  —  (p(tt)  } 

2)  F^  G  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  231. 
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ist  und 

pi,  P2',  P3',  ...  sei  eine  Teilfolge  von  ),\,  p,?  Ps?  •  •  •>  ^i^ 
nach  einem  Grenzpunkt  p'  konvergiert.^)  Die  entsprechende 
Teiliblge  q/,  q^',  Q3';  •  •  ■  i^  ^i,  tlo,  ^Is?  •  •  •  konvergiert  dann 
auch  nach  p',  und  man  hat 

i^:(p')  =  iimF:(p„)  =  o, 
r.:(p')=iimö:(pj=o. 

Das  ist  aber  unmöglich.  Denn  im  Innern  von  9?  ist,  wie 
mau  aus  §   124  entnehmen  kann, 

\n  V /  \xyl         ^• 

Wir  wollen  jetzt  eine  /r-Achse  senkrecht  zur  (?/,  ?")-Ebene 
annehaien  und  mit  ^,, ,,  den  räumlichen  Bereich  bezeichnen, 
der  durch  die  Ungleichungen 

«„  - 1  <  w  ^  «,,;     f,-i  (^0  ^  ^  <  9.  (w)^     "  ~     ^  «"  <  ^ 
definiert  ist.     ^,, ,,  ist  ein  Zylinder  mit  der  Basis  ^„,  und  der 
Höhe  -^  • 

Über  die  beiden  Funktionen 
0{u,  V,  ir)  =  F;Xu,  v)  +  (1  -  ii-)Fl{u,  v)q'iu)  +  /rF;(M,  v)  ?^''(w), 
«P"(it, V, «<;)  =  G'^{u,  V)  +{l-  IC)  Gliu,  v)(p'{u)  +  w Gl{u,  v)  t'{u). 

gilt  folgender  Satz: 

J)o  läßt  sich  so  wählen,  daß  für  j-;  >  J)^  in  jedem  ^3,,,. 
wenigstens  eine  der  beiden  Funktionen 
0{u,  V,  ir),      W{u,  V,  w) 

ein  konstantes  Zeichen   hat. 

Wäre  dieser  Satz  nicht  richtig,  so  gäbe  es  unendlich  viele 
3  ,  bei  welchen  in  einem  ^.I\, ,  eine  Stelle  p  und  eine  Stelle  q 
existiert,  so  daß 


1)  Um  eine  solche  Teilfolge  zu  linden,  wählt  man  in  u, ,  u, ,  «,,... 
eine  konvergente  Teilfolge  h,  ,  u^ ,  «3 ,  .  .  und  dann  in  r, ,  r. ,»,,..  . 
eine  konvergente  Teilfoige  r, ',  rj,  r,', .  .  .  Das  ist  möglieh,  weil  die 
Folgen  besehränkt  sind. 
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ist.^)      Man    hätte    also    zwei    Puuktfolgen    Pi,p2>p37--    ^^^ 
q^,  q,,  cio,  .  .  .  von  solcher  Beschaffenheit,  daß 

ist  und 

p\,  p'2,  p'sj  •  •  •  sei  eine  konvergente  Teilfolge  von  p^,  p2> 
P3,  .  .  .  und  ihr  Grenzpunkt  p'.  Dann  ist  auch  limq'^=p', 
und  man  hat  wegen  der  Stetigkeit  von  0,  y^ 

0{p')  =  limCD(|)„)  =  0, 

'P-(P')  =  lim  ^(q;,)  =  0, 
d.  h. 

F'X'^i,  V)  +  ^1  —  iv')F',(u,  v')(p'{u)  +  ivFliii,  v')f'(ii)  =  0, 

G'Ju',  v')  +  (1  —  tv')  G'Ju',  v')(p'(u')  +  lü  G'^{u,  v')il/(u)  =  0 

Hieraus  würde  aber  folgen 

F:{u', v)  (?:(h' v')  - Fliu, v')  G'^iiL,  V)  =  0, 

was  nicht  sein  darf. 

Ebenso  leicht  beweist  man  folgende  Sätze: 

Pq    läßt   sich   so   wählen,   daß   für  P'>Pq    in  jedem 

S3„,  wenigstens  eine  der  beiden  Funktionen 

0{u,  V,  iv),     F'^{u,  vj 

ein  konstantes  Zeichen  hat. 

j^o"  läßt  sich  so  wählen,  daß  für  p>iV'  i^^  jedem 
93„,  wenigstens  eine  der  beiden  Funktionen 

^(11,  V,  iv),     G'Ju,  v) 

ein  konstantes  Zeichen  hat. 
Wenn  wir 

X  =  F(u,  v),     y  =  G{u,  v) 

setzen,   so   beschreibt   ix,y)   den   Rand   von   S{,, ,,    wenn  {u,v) 
den  Rand  von  ^„,  beschreibt.     Die  obigen  Resultate  erlauben 


1)  Statt  $(tt,v,?f}  schreiVjen    wir  kurz    $(r),   wenn   r   flie  Koordi- 
naten tt,  f,  IC  hat. 
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uns,  etwas  über  den  Bereich  5(,^,  auszusagen,  wenigstens  für 
genügend  großes  p. 

Wir  wollen  also  annehmen,  daß  p  größer  als  p^,  p^,  p^, 
j)y"  ist,  und  einen  bestimmten  Bereich  33,,,,  ins  Auge  fassen. 
Schreiben  wir  das  quadratische  Schema 

^{ll,  V,  iv)      '^{u-,  V,  iv) 

auf,  so  ist  in  jeder  Zeile  und  in  jeder  Spalte  sicher  eine 
Funktion  vorhanden,  die  in  !ö„,  ein  konstantes  Zeichen  hat. 
Wenn  O  ein  konstantes  Zeichen  hat,  und  G'^  nicht,  so  müssen 
W  und  F[  konstante  Zeichen  haben.  Hat  W  ein  konstantes 
Zeichen  und  F'^  nicht,  so  müssen  CP  und  G'^  konstante  Zeichen 
haben.  Immer  haben  also  O  und  G'  oder  W  und  F'  kon- 
staute  Zeichen.  Durch  Vertauschung  von  x  und  y  läßt  sich 
der  eine  Fall  in  den  andern  überführen.  Wenn  wir  noch 
die  positiven  Richtungen  der  x-  und  ?/-Achse  geeignet  wählen, 
können  wir  erreichen,  daß  in  33 „ , 

0{ii,  V,  w)  >  0     und     GI(h,  v)  >  0 
ist. 

Wenn  (?(,?')  in  *i\, ,  auf  einer  der  Kurven 

V  =  {1  —  tv)(f(u)  +  n'ip(u) 


\  p  pj 


fortschreitet,    und    zwar    in    der    Weise,    daß    u    zunimmt,    so 
wächst  X  beständig. 
Man  hat  nämlich 

du  "  ''du  .    ■!     ■)      j 

Schreitet  (ii,  r)  in  S3„,  parallel  zur  r- Achse  fort  und  zwar 
in   der  Weise,   daß   r    wächst,   so  nimmt    y  beständig  zu,    weil 

^^  =  cr(u,.)>o 

ist. 

In  beiden   Fälbm  ist  die  Kurve    des  Punktes  [X,y)  durch 
Gleichuniren  vou  der  Form 
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X  =  x{t),     y  =  y{t) 

dargestellt,   wo   x{t)  und   y{()    stetige  Ableitungen   haben   und 
{x\f)Y-{-{y\t)y^^)  ist.      Die  Kurve    ist  also    rektifizierbar. 
Wir  werden  jetzt  zeigen,  daß  %^^ ,  in  Normalbereiehe   zer- 
legbar ist. 

31,,,,  wird   von  vier  Kurven    12,  23.  34,  41  begTenzt,  die 
den  vier  ßandstücken  12,    23,    34,   41    von   'i^,^,   entsprechen. 
Längs    12   nimmt   das   x,    längs    23    das   y   zu  und  längs 
34  das  X,  längs  41   das  y  ab. 
Wenn  in  33,,,.  überall 

W(u,v,u-)F'Xii,v)>i) 
ist,  so  gelten  in  diesem  Bereich  entweder  die  Ungleichungen 

Will,  V,  (v)  >  0,       Fl{n,  v)  >  U, 
oder  die  Ungleichungen 

W(u,v,u-)<0,       F'Xii,v)<0. 

Im  ersten  Falle  nimmt  längs  12  und  23  sowohl  x  als 
auch  y  zu,  ebenso  längs  14  und  43.  Die  Bögen  123  und  143, 
die  nur  die  Punkte  1  und  3  gemein  haben,  begi'enzen  einen 
Xormalbereich  (sowohl  in  Bezug  auf  die  a:- Achse  als  auch  in 
Bezug  auf  die  y- Achse).  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  dieser 
Normalbereich  mit  S(,, ,,  identisch  ist. 

Im  zweiten  Falle  nimmt  längs  41  und  längs  12  das  x  zu 
und  das  y  ab,  ebenso  längs  43  und  längs  32.  Die  Bögen  412 
und  432,  die  nur  die  Punkte  4  und  2  gemein  haben,  begrenzen 
einen  Normalbereich,  der  mit  31,,,,  identisch  ist. 

Wir  haben  jetzt  nnr  noch  die  Möglichkeit  zu  erörtern, 
daß  '9{u,v,iv)F'^{y,u)  in  S3„,  nicht  durchweg  positiv  ist,  daß 
es  vielmehr  in  33  Stellen  gibt,  wo  dieses  Produkt  negativ 
oder  null  ist.     An  einer  solchen  Stellen  wird 

^(m,  V,  k)      W{u,  V,  iv) 

Da  nun  die  Determinante 

F    G 


^(t'-WF'>^G'>0. 


412 
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ein  konstantes  Zeichen  hat,  weil   sie  mit  (      '^  |  multipliziert 
1  liefert,  so  ist  in  33,,,   überall 

("■  '')>o- 

\    U         V  /    ^ 

Wenn  an  der  Stelle  1 

ist,   so    können   wir   auf   12    einen   Punkt    2'  so   wählen,    daß 

^F\u,  V, ]  auf  dem  Bogen  12'  positiv  ist.    Dann  wird  längs 

12'  das  y  zunehmen. 

k 


*\j^'^ 


-^ 


Fig.  :,o. 


^1  + '''2?  i/i  +  ^"2  seien  die  Koordinaten  des  Punktes  2'^). 
Wir  wollen  2'  so  nahe  an  1  wählen,  daß 

^'2  <  Vi  -  Hx 
ist^).     Dann  wird  die  Gerade 

V  =  Vi  +  ^'"i 
den   Bogen    14    in  einem  Punkte   4'  treffen,   und   zwar   nur   in 
einem,  weil  y  längs  14  wächst.     Die  Koordinaten  von  4'  seien 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  //,  <  //,  ist,  wenn  2'  nahe 
genug  an   1   liegt. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Koordinaten  von  4'  und  2' 
mit  n,  V  bzw.  n' -\- h' ,  r' -f /.' (/t' >  <> ) ,  so  haben   wir 


1)  Die   Koordinaten    des    Punktes    v   r  =  1 , 2,  3,  4)   bezeichnen    wir 
mit  X  ,  y  . 

2)  Den   Fall,   wo  14  sich    auf  einen   Punkt   reduziert,    besprechen 
wir  nachher. 
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y^  +  A-,  =  G{ii,  v)  =  G{u'  +  //,  V  +  V), 
ferner 

^1  +  /?4=  F(u,  v),     x^  +  li.,  =  F{u'  +  //,  v'  +  l''), 
also 

liG\^{U,  v)  +  VG'Xü,  y)  =  0, 

h'F'Xn,v)  +  A-'i^;(«,  ?)  =  7^2  -  A,, 
woraus  sich  ergibt 

Nun  sei  ]i\  die  Schwankung  von  x  längs    14.    Dann  wird 
das  Rechteck 

<:2\  -  /?/,  rc,  +  /i,;  2/i,  .Vi  +  Ao> 

durch  die  Kurven  12,   14  in  Normalbereiche  zerlegt. 
Wenn  2'  nach   1   konvergiert^  so  wird 

lim/do  =  limZ'2  =  0     und     lim  7^^'  =  0. 

Wir  können  es  also  so  einrichten,  daß  kein  Punkt  der  Bögen 

23  und  34  in  (^x^  —  li^  ,  x.^  -\-  h.^'-,  y^,  Ih  +  ^'2^  enthalten  ist. 
Wenn  an  der  Stelle  1 

ist,  so  können  wir  den  Punkt  2'  so  wählen,  daß  längs  12'  das 
y  abnimmt.  Wenn  4'  auf  dem  Bogen  14  nahe  genug  au  1 
liegt,  ist  die  Schwankung  h^  von  x  längs  14'  kleiner  als  'n.,. 
Das  Rechteck 

<Xi  —  7?;,  x^  +  h.^;  y^  +  Ä'^,  :Vi  +  K^ 

wird  durch  12  und  14  in  zwei  Normalbereiche  zerlegt,  und 
man  kann  es  so  einrichten,  daß  in  diesem  Rechteck  kein  Punkt 
von  23  und  34  liegt. 

Wenn  an  der  Stelle  1 

w[ii,v/^~-^)=^0     und      Fl(u,v)^() 

ist,  wählen  wir  4'  so,  daß  auf  14'  nicht  nur  y,  sondern  auch 
X  monoton  ist.  Im  Falle  i^^<0  teilen  die  Kurven  12,  14  das 
Rechteck 

<^i,  ^1  +  h\  Vi  -  ^4/  Vi  +  ^^4>, 
im  Falle  F'  <  0  das  Rechteck 
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<^l  +  ^4'    ^1  -  ^'4;    Vi  -  h,    Vi  +  ^"4> 

in  Normalbereiche,  sobald  nur  4'  nahe  genug  an  1  liegt.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  mit  h^'  die  Schwankung  von  //  längs  12', 
wobei  2'  im  ersten  Falle  die  Abszisse  x^  +  li^,  im  zweiten 
Falle   die  Abszisse  x.^  —  //^   hat,  so  ist 

lim  ]'  =  0. 

Wir  können  also  4'  so  nahe  an  1  heranrücken  lassen,  daß 

ist. 

Auch   hier  läßt   sich  wieder  bewirken,   daß  die  Bögen  23 

und  34  außerhalb  des  Rechtecks  liegen. 

Wenn  an  der  Stelle  1 

W[u,  V,  ^-  ^)  =  0     und     Fl{u,  V)   =  0 

ist,  so  sind  die  Tangenten  von  12  und  14  im  Punkte  1  parallel 
zu  den  Achsen. 

Das  Quadrat  (x^  —  /i^,  x^  -\-  h^-^  y^  —  h^,  y^  -\-  h^}  enthält, 
wenn  //j  genügend  klein  ist,  keinen  Punkt  von  23  und  34  und 
wird  durch  die  Kurven  12,  14  und  eine  Diagonale  in  Xormal- 
bereiche  zerlegt.     Ist  nämlich 

0  <  /*  <  x^  —  Xi     und     0  <  A  <  t/^  —  Vj , 

so  trifft  die  Gerade  x  ==  x^  -{-  h  den  Bogen  12  in  einem  Punkt 
(iCj  +  Ä,  ^1  +  7t'2)  und  die  Gerade  y  =  ^i  +  /'  den  Bogen  14  in 
einem  Punkt  (Xi  +  h^,  y^  +  h).  Da  bei  nach  Null  konvergieren- 
dem h 

lim  /  =  0,       lim  ^  =  0 

ist,  so  können  wir  A,  so  wählen,  daß  für  0  <  //  <^  Äj 

ist. 

Man  beachte,  daß  l)ei  dem  von  uns  konstruierten  Recht- 
ecken der  Punkt  2'  immer  auf  einer  Seite  liegt,  die  parallel 
zur  ?/- Achse,  der  Punkt  4'  auf  einer  Seite,  die  parallel  zur 
a;-Achse  ist.     Das  ist  für  das  folgende  von  Wichtigkeit. 

Endlich  müssen  wir  noch  den  Fall  besprechen,  wo  14 
sich   auf  einen  Punkt    reduziert,   also  x^=  x^^  und  ^4=^1   ist. 
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Da  längs  12  und  längs  43  das  x  Aväclist,   so  wird  die  Gerade 
X  =  x^-\-  liy,  wenn 

0  <  /«i  <  3^2  —  5Cj     und     0  <  h^  <.x^—  x^ 

ist.  jeden  der  Bögen  12,  13  in  einem  Punkte  schneiden,  li 
sei  Schwankung  von  y  auf  12'  und  h"  die  auf  13',  ferner  Ä'^ 
die  größere  der  beiden  Zahlen  A"',  h" . 
Dann  wird  das  Rechteck 

<x^,  x^  +  \;   ij,  -  l\,  !J,  +  l\) 

durch  die  Kurven  12  und  13  in  Normal- 
bereiche zerlegt.  Wenn  man  //^  genügend 
klein  gewählt  hat,  ist  in  dem  Rechteck 

^  '  Fig.  31. 

kein    Punkt    des    Bogens    23    enthalten. 

2'  und  3'  liegen  auf  einer  Seite,   die  parallel  zur  7/ -Achse  ist. 

Was  wir  hier  von  der  Ecke  1  gesagt  haben,  läßt  sieh 
auch  auf  die  anderen  Ecken  2,  3,  4  anwenden.  Wir  können 
um  jede  Ecke  ein  Rechteck  parallel  zu  den  Achsen  konstruieren^ 
das  durch  den  Rand  von  2(,, ,  und  eventuell  noch  eine  Diagonale 
in  Normalbereiche  zerlegt  wird. 

Wenn  wir  die  Randstücke  von  31^,,  fortlassen,  die  in 
einem  dieser  Rechtecke  liegen^),  so  bleiben  vier  (oder  drei 
oder  zwei)  völlit»'  cretrennte  Kurven  übrio-. 

Längs  einer  solchen  Kurve  ist  x  oder  y  monoton.  Längs 
der  Stücke,  die  von  12  und  34  übrig  bleiben,  ist  x,  längs  der 
Stücke,  die  von  23  und  41  übrig  bleiben,  ist  //  monoton.  Die 
Endpunkte  der  beiden  ersten  (letzten)  Stücke  liegen  auf  Rechteck- 
seiten, die  parallel  zur  ^- Achse  (ic- Achse)  sind.  Die  letzten 
Stücke  fallen  ganz  fort,  wenn  2  mit  3  bezw.  4  mit  1  zusammen- 
rückt. 

Betrachten  wir  nun  ein  Stück,  auf  dem  z.  B.  das  x  mo- 
noton ist.  Wir  zerlegen  das  Intervall  von  x  in  n  gleiche  Teile 
<^x,j_i,  xy,  so  daß  auf  jedem  Teilbogen  die  Schwankung  von 
y  kleiner  als  £  ist.     In  jedem  der  Rechtecke 

^.^^j-u^Q-',     P(,-i  -  ^,  Vn-1  +  f/     (p  =  1,  2, . . .,  n) 
liegt    ein   Teilbogen   und   zerlegt   es    in   zwei   Normalbereiche. 

1;  Die  Endpunkte  jedes  solchen  Stückes  lassen  wir  nicht  fort. 
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Wählt  man  n  genügend  groß,  so  wird  kein  anderer  Randpunkt 
von  %  ,,  hineinfallen  und  kein  innerer  Punkt  der  Umschließuiigs- 
rechtecke  von  1,  2,  3,  4. 

Wir  haben  also  eine  endliche  Anzahl  von  Hechtecken 
konstruiert,  die  nicht  übereinander  greifen  und  den  ganzen 
Rand  von  51,,,  enthalten.  Jedes  Rechteck  wird  durch  das 
darin  lieffeude  Randstück  und  eventuell  noch  eine  Diagonale 
in  Normalbereiche  geteilt. 

Den  übrigen  Teil  von  (a,  &;  c,  d/^)  "wollen  wir  mittelst 
der  verlängerten  Seiten  dieser  Rechtecke  in  Rechtecke  zerlegen. 
Dann  ist  (a,  h:  c,  d>  in  Normalberoichc  zerlegt  und  zwar  sind 
alle  diese  Bereiche  rektitizierbar,  weil  die  Kurven  12,  2H,  34, 
41  es  sind. 

Wenn  ein  Punkt  im  Innern  eines  solchen  Bereichs  zu 
5(  ,  gehört,  so  muß  jeder  andere  Punkt  im  Innern  dieses  Be- 
reichs ebenfalls  zu  5(„ ,  gehören.  Wir  können  nämlich  beide 
Punkte  durch  eine  stetige  Kurve  verbinden,  die  ganz  im  Innern 
des  Bereichs  verläuft.  Diese  muß  aber  den  Rand  von  5t^, , 
treäen-),  wenn  der  eine  Punkt  zu  5I„,  gehört  und  der 
andere  nicht. 

Es   gibt   also   unter   unsern  Xornialbtreichen   zwei    Arten: 

1.  solche,  die  im  Innern  einen  Punkt    von  XU„,   enthalten, 

2.  solche,  die  im  Innern  keinen  Punkt  von  3l„,  enthalten. 
Lassen  wir  diese  letzten  Bereiche  fort,  so  haben  wir  eine 

Zerlegung  von  5(„,  in  rektifizierbare  Normalbereichc 
gewonnen.  Damit  ist  zugleich  ''^l  in  rektitizieibare  Nornial- 
bereiche  zerlegt. 

Wenn  der  in  i^  231  mit  i^  bezeichnete  Normalbereicli. 
der  durch  Ungleichungen   von  der  Form 

(c  <Z  i(  <  li ,     q  (ii )  <  r  <  v(i4 ) 
oder  von  der  Form 


1)  Wir  können  es,  da  ''il  im  Innern  von  <  a,  />;  c,  d>  liegt, 
(weil  33  im  Innem  von  JH  liegen  sollte ")  so  einrichten,  daß  alle  unser«' 
Rechtecke  in  Cn,  d;  c,  rf>  enthalten  Bind. 

2t  Für  einen  Normalbereich  ist  das  leicht  zu  beweisen.  Bei  unserer 
Abbildung  entspricht  aber  "Jl       dem  Normalbereich  58 
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a  <  1?  ^  /3,     f{v)  ^  u  ^  ip(v) 

dargestellt  wird,  so  beschaffen  ist,  daß  9,  7^  in  <(«,  /3)>  stetige 
Ableitungen  9p',  ^•'  besitzen,  so  sind  die  Betrachtungen  des 
§  231    völlig  eiuwandsfrei. 

Auf  jeden  Bereich,  der  in  eine  endliche  Anzahl  von 
solchen,  wie  wir  sagen  wollen,  regulären  Norm  albereichen 
zerlegbar  ist,  läßt  sich  also  die  Transformationsformel  des 
Doppelintegrals  auch  noch  anwenden. 

Diese  Formel  läßt  sich  so  in  Worte  fassen: 

Wenn  auf  das  Doppelintegral 

jj  0(u,  v)dudc 
die  Transformation 

u=^f{x,y),     v  =  g{x,y) 

augewandt  werden  soll,  ersetze  man   in   dem  Integral  u  durch 

f{x,y),  V  durch  (j{x,t))  und  dudv  durch  [^  ''^  dxdy. 

§  233.  Beispiele.  1.  Lineare  Transformation.  Wenn 
die   Gleichungen    zwischen    den   x,  y    und    den    u,  v    die    Form 

haben 

u  =  ax  +  ßy   +  y,  , 

,    ,       ,  (a/i-cc,/J<0) 

v^a.xi'  ß,y-hy,,  ^   '^         1/   ^    / 

so  spricht  man  von  einer  linearen  Abbildung  oder  linearen 
Transformation. 

Die  obigen  Gleichungen  lassen  sich  nach  (x,  y)  auflösen. 
Verschiedenen  Punkten  (x,  y)  entsprechen  also  verschiedene 
Punkte  (w,  v). 

Die  Funktionaldeterminante  ist  hier  aß^  —  ßa^.  Die  Trans- 
formationsformel für  das  Doppelintegral  lautet  also 

/  /  ^(u,  v)dudv 
=  \ccß^-  ßa^\Jj0(ax  +  ßy  -\-  y,  cc^x  +  ß^y  +  y^)dxdy. 

'  9t 

Im  Falle   0=1   hat  man 

/  j du dv  =\aßy  —  Uyß\  f  I dxdy  . 
V  'at 
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Zwei  entsprechende  Flächeninlialte  unterscheiden  sich  also 
stets  um  denselben  Faktor.     Ist  aß^  —  cc^ß  =  +  1,  so  sind  sie 
gleich.     Man  nennt  die  Transformation  dann  flächentreu. 
Flächentreu  ist  z.  B.  die  lineare  Transformation 
u  =  X  cosqp  —  y  sinff  -{-  y , 
V  =  X  sin  9)  -p  y  cos  93  +  d . 

Betrachtet  man  .r,  y  und  u,  v  als  Koordinaten  in  derselben 
Ebene  und  in  Bezug  auf  dasselbe  Achsensystem,  so  geht  durch 
eine  passende  BeAvegung  der  Ebene  in  sich  jeder  Punkt  x,  y 
in  den  entsprechenden  Bildpunkt  über. 

2.  Polar koordinaten.  Die  Polarkoordinaten  r,(f  hängen 
mit  den  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten  durch  die 
Formeln  zusammen 

X  =  r  cos 9p,     y  =  r  sing?. 
Als  Funktionaldeterminante  von  ./ ,  y  nach  r,  cp  findet  man 
cos 9)      —  r  sing: 
jsing)  r  cosg) 

Die  Transformationsformel  für  Doppelintegrale  lautet  also 
/  /  ^{x,  y)dxdy  =  fj  ^(r  coscp,  r  smg))rdrd(p. 


Kapitel  XIX. 
Geometrische  Aiiweinluiiiren  der  Doppelintegrale. 

§234.  Volumina.  z-=f(x,y)  sei  iu  dem  Bereich  91, 
den  wir  in  Normalbereiche  zerlegbar  annehmen,  stetig  und 
nirgends  negativ.*) 

Wir  zerlegen  5(  in  Teilbereiche  'i?(i, ':?L.,  .  .  .  ^i?(„  von  dem- 
selben Charakter  wie  %  und  bezeichnen  diese  Zerlegung  mit  ß. 

»/,  sei  der  kleinste,  .V,  der  gn'ißte  Wert  von  /"  in  91,,. 
Das  körperliche  Gebiet,  das  durch   die  Fläche  z  =  f[.r,  y),   die 


1)  X,  if,  z  sind  Koordinaten  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Achsen- 
system. 
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(x,  2/)-Ebene  uud  die  auf  dem  Rande  von  2((9(, ,)  errichteten 
Lote  begrenzt  wird,  wollen  wir  K(K^)  nennen. 

K^  liegt  in  dem  Zylinder  mit  der  Basis  ST,,  und  der  Höhe 
J/, ,  und  der  Zylinder  mit  der  Basis  §(,  und  der  Höhe  m^. 
liegt  in.  K^. 

Dies  führt  dazAi,  den  gemeinsamen  Grenzwert  Ton 

V  =  1  »=1 

(^J.,  der  Inhalt  von  3(,),  für  den  Fall,  daß  ß  eine  ausgezeichnete 
3-Folge  durchläuft,  das  Volumen  von  K  zu  nennen.  Bezeichnen 
wir  es  auch  mit  K,  so  ist  also 

K=JJf(x,y)dx(hj. 
§  235.     Beispiel.     Setzen  wir 

und  definieren  %  durch  die  Bedingung 

so  ist 

jjf(x,y)dxdy 

das  Volumen  der  Halbkugel  vom  Radius   1 . 
Nach  §  223  wird  

fffdx  dy  =  1  {ff{x,  y)  dy)  dx . 

51  ist  nämlich  ein  Kreis,  der  sich  durch  die  Ungleichimgen 
-  1  <:  a:  <  1 ,     -  >l"-^2<  ^  <]/r=-'^2 

definieren   läßt.  

VX-x"- 

fVl-x'--y'dy 

-  /i  - 1^ 

ist  der  Inhalt  eines  Halbkreises  vom  Radius  ]/l  —  x^,  also 
gleich 

^Ttd-X'). 

27* 


420  •  Berechnung  von  Oberflächen. 

Der  Inhalt  der  Halbkugel  ergibt  sich  somit  gleich 

-1 

§   23(').     Berechnung    von    Oberflächen.      z=f{x,y) 
habe  in  %  stetige  erste  Ableitungen 

Die  Ebene 

s  -  ^  =  <(?  -  ^)  +  <(9  -  y) 

heißt  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  {x,y,zy) 
Legt  man  durch  {x,i),z)  eine  Ebene  senkrecht  zur  {x,y)- 

Ebene,  so  entsteht    auf  der  Fläcbe   eine  Schnittkurve  und  auf 

der  Tangentialebene  eine  Schnittgerade    und  man   sieht   leicht. 

daß  die  Schnittgerade  die  Tangente  der  Schnittkurve  im  Punkte 

{x,y,z)  ist. 

Mit   der  Tangentialebene   steht   im   engen  Zusammenhang 

das  Differential  von  f{x,  y). 

^f{^,  y)  =  fi^  +  ^•'^%  y  T-  -^y)  -  tX^>  y) 

geht  nämlich  in 

df(x,  y)  =  f'^^x  +  f'yJy 

über,  wenn  man  die  Fläche  z  =  f{x,  y)  durch  ihre  Tangential- 
el)ene  im  Punkte  {x,  y,  z)  ersetzt.^) 

Die   auf  dem  Rande   von  St(?t,)   errichteten  Lote  grenzen 
auf  der  Fläche  z  =  f{x,  y)  ein  Gebiet  &{ß^)  ab. 

(x,,,//,)  sei  ein  beliebiger  Punkt  von  *?(,  und  (a;, ,//,,_-, 
der  entsprechende  Flächenpunkt.  Wir  konstruieren  die  Tangeji 
tialebene  in  (x^.,  i/, ,  z,).     Auf  ihr  bestimmen  die  Randlote  von 

^?(,   ein  Gebiet  %. 

A^  sei  der  Inhalt  von  'j?l, .   Lassen  wir  ;^  eine  ausgezoichnetf 
^-Folge  durchlaufen,  so  konvergiert,  wie  wir  sehen   werden. 


1)  Es    \v-ird   angenommen   :=f{x,y).      X,,^),  J   sind   die   laufenden 
Koordinaten. 

2)  Vgl.    den    analogen   Zusammenbang   von    Jf(x)   und   df{x),  den 
wir  in  §  5G  besprachen. 
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1=1 
nach  einem  Grenzwert.     Diesen  Grenzwei-t  nennt  man  den  In- 
halt von  (3. 

Um  Ä,  zu  berechnen,  bemerken  wir,  daß  die  Projektion 
von  3(,.  auf  die  (x,  ?/)-Ebene  2(,  ist.  Wenn  die  Tangential- 
ebene zur  (aj,  ?/)-Ebene  parallel  ist,  so  wird  Ä^  =  A^.  Wenn 
die  beiden  Ebenen  nicht  parallel  sind,  so  machen  wir  ihre 
Schnittlinie  zur  J-Achse  und  wählen  senkrecht  zu  dieser  in  der 
{x,y)-Ehene  die  Achse  Ct),  in  der  Tangentialebene  die  Achse  Ol)^ 
Dann  hat  ein  Punkt  (j,  t))  der  Tangentialebene  als  Projektion 
in  der  (x,y)-Ehene  einen  Punkt  (ji,  t)i),  dessen  Koordinaten 
sich  aus  folgenden  Gleichungen  berechnen: 
ll=l,     9i=l}cos^,,. 

(f\  ist  dabei  der  Winkel,   den   die   beiden  Ebenen   miteinander 
bilden.     Xun  hat  man  (vgl.  §  229) 

-a,,  %,. 

also 

Ay=  -I,  cos  qp,.. 

Für  cos  9:,   findet  man  den  Wert 

1 

cos  op,,  =  —  • 

Demnach  ist 


Ä^=^  Ä,yi  -i-  rj{x,,y^)  +  r;{x,.,y,). 

Aus  der  Stetigkeit  von  f'^,  g[  folgt  die  Stetigkeit  von 

(3P(a:,^)=|/l  +7^  +  77. 
Wir  wissen  aber,  daß 

n 

1  =  1 

dem  Grenzwert 

jj(p(x,ij)dxdy 

% 

zustrebt,  wenn  ;^  eine  ausgezeichnete  3"^ olge  durchläuft. 
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Der  Inhalt  von  @  ist  somit  gleich 

'21 

wobei  wir  mit  Euler 

gesetzt  haben. 

Wir  wollen  in  das  obige  Integral  neue  Veränderliche  n,  v 
einführen,  und  zwar  sei^) 

X  =  x(u,  v),     y  =  y{ii,v). 
z  wird   dann  auch  eine  Funktion  von  {ii,  i).     Wir  setzen  also 

2  =  z{u,  v). 

Zur  Berechnung  von  p   und  q  haben   wir   die  Gleichung 

dz  =  pdx  -\-  qdy. 
Sie  spaltet  sich  in 

Daraus  ergibt  sich 
also 

1  ^  »2  ,  ^,2 _  (y«<- «)'-^  (g>;- .«)'+  «y;— yjo' 

Setzt  man 

F  =  KK+y'X  +  K/v^ 
G-=x';  +  /,;-  +  <-, 

so  wird  iler  Zähler  des  letzten  Bruches  gerade  gleich 

EG-F-. 

Man  hat  also 

1/1-,      2  .     2        VECT^F^ 

'''1/  Vr        Vu  '*'» 

1)  Die  in  §  231  iiugegoheuen  Bedingungen  nehnion  wir  als  erfiillt 
an  (vgl.  auch  §  2;^2)  Vor  allem  muß  1",',.'/^— J/,'^r  '^o"  ^'°^^  verschieden 
sein.  Diesmal  sind  .r,  i/  die  alten  und  «,  r  die  neuen  Veränderlichen. 
Damals  waren  die  Bezeichnungen  gerade  die  umgekehrten. 
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Nacli    der  Regel   für  die  Transformation  eines  Doppelintegrals 
(vgl.  §  232,  Schluß)  ist  nun 


durch 


"|/1  +  p^- -\- q^  dx  dy 
l/l  +p~-V(f\(ll\dudv  =yEW^F^dudv 


zu  ersetzen,  und  es  ergibt  sich  somit  für  den  Inhalt  von  @  der 
Ausdruck 


ffv 


EG-F-dudv. 


U  ist  der  Bereich  üi  der  {u,  y)-Ebene,  der  dem  Bereich  St  ent- 
spricht. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  drei  Gleichungen 

(*')  X  =  x{u,  v),     y  =  y{ii,v),     z  =  ziii,v) 

gegeben  sind,  und  daß  x,  y,  z  in  dem  Rechteck  (a,  &;  c,  d^ 
stetige  Ableitungen 

<n  iL  <. 

besitzen.     Ferner  soll  in  <^«,  h:  c,  d>  überall 

EG  -F->(d 

sein.    Endlich  sollen  verschiedenen  Punkten  {u,v)  in  (a,h\  c,dy 
stets  verschiedene  Punkte  [x,  y,  s)  entsprechen. 
Wir  setzen 

\y'u(u,v)tji{u,v) 

\x!,{u,v)xl{u,v) 
Wu(ü,v)y;.{ü,v)  ' 

und  verstehen  unter  |3  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  «,  v, 
unter  q  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  U,  v. 

(a',b']  c,d'/  sei  ein  Rechteck  im  Innern  von  <^a,&;  C,dy. 

Durch  Parallelen  zu  den  Achsen  läßt  sich  <[a,  &';  c',  d'}  so 
in  Teilrechtecke  zerlegen,  daß  in  jedem  Teilrechteck  eine  der 
drei  Funktionen 


x{p,  q) 
Y(h  q)  = 
^ip,  q)  = 
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X{p,q),     r(p,q),     Z(p,q) 
ein  konstantes  Zeichen  bewahrt,  wie  man  auch  p,  il   innerhalb 
des  Teilrechtecks  herumrücken  läßt. 

Angenommen,  das  sei  nicht  möglich.  Ist  dann  3i > 32>  ^s; •  •  • 
eine  ausgezeichnete  ß'Folge,  so  gäbe  es  bei  3n  ^^^  Teilrecht- 
eck, in  welchem  jede  der  drei  Funktionen  verschwindet,  d.  h.  es 
gäbe  darin  sechs  Punkte 

P«.    ^In,    PL^    %,    Vn:    ^L'' 

so  daß 

x(p„,  q,,)  =  r(p;,  q;, )  =  zip;;,  q;;)  =  o 

ist.    Pj,  p2,  p3, . . .  sei  eine  konvergente  Teilfolge  von  pj .  p^,,  p^, . . . 
und  p  ihr  Grenzpunkt.     Dann  ist  auch 

lim  q„  =  lim  p;^  =  lim  q),  =  lim  p,','  =  lim  q„'  =  p . 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Ableitungen  x^,  x'„,  ij^j  y'^,  z[^,  z'^ 
würde  folgen: 

X('p,  p)  =  r(p,  p)  =  zcp,  p)  =  0, 

also 

EG-  F-=0, 

gegen  die  Voraussetzung. 

<'a\  &';  c,  (T/  läßt  sich  also  in  der  gewünschten  Weise  zer- 
legen. Ist  nun  z.  B.  (a,  ß\  y,  d)»  ein  Teilrechteck,  in  welchem 
Z(p,qj  ein  konstantes  Zeichen  hat,  so  entsprechen  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  (u,i'),  (n,V}  in  (a,  ß;  y,  d)  veimöge  der 
Gleichungen  (*)  zwei  Punkte  {x,y,z),{x,y,z)  mit  verschie- 
denen Projektionen  auf  die  {x.  //)-Ebene.     (Vgl.  §  12.').) 

Wenn  wir  also  von  der  durch  (*  i  dargestellten  Fläche 
das  Stück  betrachten,  das  dem  Teilrechteck  <cc,ß:  y.d>  ent- 
spricht, so  ist  es  von  dem  zu  Anfang  betrachteten  Typus 
r  =  f{x,  y).  2(  sei  die  Projektion  dieses  Flächenstücks  auf  die 
(x.  //)-Ebene.  Aus  §  12H  können  wir  ferner  entnehmen,  daß  u,v 
als  Funktionen  von  x,  y  in  dem  Bereich  51  stetige  Ableitungen 
haben. ^)     Dasselbe  gilt  daher  von 

li  Das  Rechteck  (u,ß:y,d}  behält  die  Eigenschaft  Z(p,q)^0, 
wenn  wir  es  durch  <u  —  s,  ß  -\-  s;  y  —  t ,  5  -|-  f  ^  ersetzen  und  das  posi- 
tive £  hinreichend  klein  wählen,  u  und  r  haben  also  auch  am  Rande 
von  31  stetige  Ableitungen  nach  .r.  »/•  Jetzt  sieht  der  Leser,  wenhalb 
wir  statt  <(i,b\  c,  dy  das   Rechtttk  <  n'  ,h'  -.  r  .  t1'\  benutzt  ha1>en. 
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fix,  IJ)  =  Z{ll,  V), 

weil  s' ,  z'  stetige  Funktionen  von  u.v  sind. 

Das  betrachtete  Stück  der  Fläche  (*)  hat  also  den  Inhalt 

jyyEG-F'-dudv. 

Entsprechendes  gilt  für  die  andern  Teilrechtecke.  Jedes- 
mal wird  das  zugehörige  Stück  unserer  Fläche  von  den  Parallelen 
zu  einer  Achse  höchstens  in  einem  Punkt  getroffen. 

Der  Inhalt  des  dem  Rechteck  <(«',  6';  c,d'/  entsprechenden 
Flächenstücks  ist  also  gleich 


x/v^ 


'EG-F^'dudv. 

Wenn  33  ein  in  <(a',  &';  c,  d'y  enthaltener  Normalbereich 
ist,  so  gilt  für  den  Inhalt  des  entsprechenden  Flächenstücks 
die  Formel 

ffVEa-F^dudv. 

93  sei  durch  die  Ungleichungen 

a  <  u  ^  h\     (f  (i( )  ^v  <.%'  (w) 

dargestellt.  Wir  zerlegen  <^a',h'}  in  Teilintervalle  <(m,._i,m,)> 
und  bezeichnen  mit  m,(w?,,)  den  kleinsten,  mit  ill/,,(illf,)  den 
größten  Wert  von  cp(u)  bzw.  ^l^(ii)  in  <^u,._i,  ««,.)>.  Wii'  führen, 
wie  in  §  223,  noch  ein  Symbol  tn[,  ein,  das  folgende  Bedeutung 
haben  soU. 

Wenn  Jf,,  <jw,,  ist,  setzen  wir  ;»]  =  m,..  Wenn  dagegen 
3/,  >  ■»?,   ist,  setzen  wir  >»',,  =  3/,.     Dann  ist  immer 

0  <  M,  —  ))il  <  M,  —  m, . 
Das  Rechteck 

heiße  q,,,  das  Rechteck 

<u,,_i,  M, ;»/«,,,  .¥,.> 

C,.  Das  dem  Bereich  93  entsprechende  Flächenstüek  ^  hat 
offenbar  einen  Inhalt,  der  fjrößer  crleich 
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2:ffVJEG-  F'^dudv 

'  'i'i 

und  kleiner  gleich. 

yJ'fyEG-Fuludv 

ist.     In  demselben  Intervall  liegt  das  Integral 
[fyEG-F^dudv. 

6  sei  die  Maximalschwankung  von  (p(u)  und  4.'{u)  in  den  Teil- 
intervaUen  <(«*,._i,  w,)>-  Die  Inhalte  q,,Q,  von  C|,,  C,  erfüllen 
dann  folgende  Ungleichung: 

0<<?,-g.<2(j(w,-w„_i)- 

Ist  9)1  der  größte  Wert  von  YEG  —  F-  in  ^o',h':  c,d},  so 
hat  man  also,  da 

ffyEG^F'^du dv  -ffyEG-F-du  dr  <  2a{b'  -  a'm . 

^  /-> 

^  und    /  jyFG  —  F-  dudv  diiferieren  also  aucli  um  weniger 

als  26(h' — a')93Z.  Da  J  beliebig  kk'in  gemacht  werden  kann, 
so  gilt  die  Formel 

^  ^J'JYeG-  F^-dudv. 

Sie  behält  ihre  Gültigkeit,  wenn  Ü^  im  Inm-rn  von  <'/,/>;  cd} 
liegt  und  in  eine  endliche  Air/.alil  von  Xormalbereichen  zer- 
legbar ist. 

§  2l>7.  Kugeloberfläche.  Wir  charakterisieren  die 
i^unkte  dt'i-  Kugcltlächr  du  ich  ihre  geographische  Länge  und 
Breite  {k  und  /i).  Dann  ist.  wenn  wir  den  Radius  gleich  1 
setzen. 

x  =  cos/:J  cos  A,     y  =  cos/3sniÄ,     ^  =  sin/i. 
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\ 


und  für  ß,  X  gelten  die  Ungleicliungen 
Man  erhält  hier  für  die  Ableitungen 

^,'*;  y'i>  K^, 

r  r  r 

die  Werte 

—  sin /j cos  2,     — sin /3 sin  A,     cos/3, 

—  cos /3  sin  A,         cos /3  cos  A,         0. 

Daraus  folgt: 

i/^  S).  —  z'i  y'),  =  —  cos^  ß  cos  X, 

^[i  x'i  —  x[i  z[  =  —  cos^  ß  sin  A, 

^'?  y'^  ~  y\i  ^i  =  "~  cos  /3  sin  /3 , 
mithin 

EG -F'=  cos'- ß. 

Das    dem    Bereich   S    in    der  (ß,  A)-Ebene   entsprechende 
Stück  der  Kugelfläche  hat  also  den  Inhalt 

l'fyEG-F^dß  dl  =  /Jios  ß  dß dk}) 

Ist  ^  ein  Normalbereich,  der  durch  die  Ungleichungen 

Aq^A^A^,     (p{X)^ß^xl)(X) 
dargestellt  wird,  so  hat  man  (vgl.  §  223) 

j  I cos ßdßdl  =/  {sin  j^(A)  —  sm(p{?.)  ]dX. 

Wird  33  durch  die  Ungleichungen 

ß,^ß<,ß,,     9d(/3)^A^^(/3) 
dargestellt,  so  wird 


1)  35  Hegt  innerhalb  / — ,       •  0,  2n\   und   ist  in   eine    endliche 


Anzahl  von  Normalbereichen  zerlegbar. 
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J J COS  ß dß d X=J\t (ß)  -(p{ß)} cos ß dß . 

Ist  im  ersten  Falle 

cpil)  =  ßo,     H^)  =  ß, 
oder  im  zweiten 

so  wird  das  Integral  gleich 

(sin  /5,  —  sin  ß^)  (X^  —  Aq). 

Daraus   geht    hervor,    daß    der  Inhalt   der   ganzen    Kugelfläche 
gleich  4:i;  ist. 


Anhang. 

Einiges  aus  der  Determinautentlieorie. 

Die  Determinanten  wurden  durch  Leibniz  eingeführt, 
um  Systeme  von  linearen  Gleichungen  in  bequemer  Weise  auf- 
zulösen. 

Um  die  w-reihige  Determinante  zu  definiei-en,  müssen 
wir  zuerst  einiges  über  Permutationen  sagen. 

Es  gibt,  wie  dem  Leser  bekannt  ist, 

1  •  2  .  .  .  «  =  ?^!  (n  Fakultät) 

Permutationen  der  Zahlen   \,2,  .  .  .,  n. 
Die  Permutation 

1    2  n 

ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  in  ihr  von  zwei  Zahlen  immer 
die  kleinere  links  von  der  größeren  steht.  In  jeder  andern 
Permutation 

]c^ ,  Ao ,  .  .  . ,  A-,^ 

kommt  es  vor,  daß  eine  größere  Zahl  vor  einer  kleineren  steht. 
Ein  solches  Vorkommnis  nennt  man  einen  Fehlstand  (oder 
eine  Inversion  oder  ein  derangement)  ^). 

Um  nachzuzählen,  wie  viele  Fehlstände  in  der  Permutatiori 
Ä;^,  /i2,  .  .  .,  /i„  vorhanden  sind,  kann  man  so  verfahren. 

Man  sieht  nach,  wie  viele  kleinere  Zahlen  auf  Jc^  folgen, 
dann,  wie  viele  kleinere  Zahlen  auf  l'^  folgen,  usw. 

Um    z.  B.   die  Anzahl   der  Fehlstände   in    der  Permutation 

7531264 
zu  erhalten,  beachte  man,  daß 


1)  Wir  nehmen  an,  daß  n  >  1  ist. 
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auf  7  sechs  kleinere  Zahlen  folgen, 
auf  5  vier  kleinere  Zahlen, 
auf  3  zwei  kleinere  Zahlen, 
auf  6  eine  kleinere  Zahl. 

Es  gibt  also  bei  dieser  Permutation 

6  +  4  +  2  +  1  =  13 
Fehlstände. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Permutationen  betrachten,  die  aus- 
einander durch  Vertauschung  zweier  benachbarter  Glieder  ent- 
stehen, wie  z.  B. 

7531264  und  7513264. 

Die  beiden  zu  vertauschenden  Glieder  seien  r  und  s  (>  r). 
Dann  lautet  die  eine  Permutation 

.  .  .  rs  .  .  .,     die  andre     .  .  .  s**  .  .  . 

In  der  zweiten  hat  man  außer  den  Fehlständen  der  ersten 
noch  einen  neuen,  der  von  r,  s  herrührt. 

Durch  Vertauschung  von  zwei  benachbarten  Glie- 
dern  wird  die  Anzahl  der  Fehlstände  in  einer  Permu- 
tation um   1  vermehrt  oder  vermindert. 

Es  liege  nun  eine  Permutation  vor,  in  der  auf  r  zuerst  fi 
andre  Glieder  folgen,  hinter  denen  dann  s  steht,  also  eine  Per- 
mutation von  dieser  Gestalt: 

.  .  .  r^i^g  .  .  .  2^,s  .  .  . 

Vertauscht   man    (/<  +  Ij-mal  das  Glied   r   mit   seinem    rechten 
Nachbar,  so  gelangt  man  über 

•  •  -^li-z^^  .  .  .z,,s  .  .  ., 
.  .  .  z.z^r  .  .  .  z,s  .  .  ., 


zu 

•  •  •  ~r 


.  ys 


s  r 


Vertauscht  man  jetzt  das  Glied  s  u-nml  mit  seinem  linken 
Nachbar,  so  srelaust  man  zu 


.  .  SZt  z. 


1*2  • 
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Man  sieht  hieraus,  daß  2^  -\-  1  Yertauschimgen  benach- 
barter Glieder  ausreichen,  um  r  und  s  ihre  Plätze  wechseln  zu 
lassen. 

Dabei  vermehrt  oder  vermindert  sich  die  Zahl  der 
Fehlstände  um  einen  ungeraden  Betrag,  weil  sie  (2a  +  1)- 
mal  aus  einer  geraden  eine  ungerade  oder  aus  einer  ungeraden 
eine  gerade  wird. 

Man  teilt  die  Permutationen  in  zwei  Klassen  ein,  je  nach- 
dem sie  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  von  Fehl- 
ständen aufweisen,  und  spricht  von  geraden  und  ungeraden 
Permutationen. 

Eine  Permutation  wechselt  ihre  Klasse,  wenn  man 
in  ihr  zwei  Glieder  vertauscht. 

Es  gibt  ebensoviele  gerade  wie  ungerade  Permu- 
tationen. Um  sich  davon  zu  überzeugen,  denke  man  sich 
alle  )i  I  Permutationen  der  n  Zahlen  1,2,...,«  in  irgend  einer 
Reihenfolge  aulgeschrieben.  Es  mögen  p  gerade  und  q  un- 
gerade darunter  sein.  Vertauscht  man  nun  in  allen  Permuta- 
tionen die  Zahlen  1  und  2,  so  hat  man  wieder  alle  nl  Permu- 
tationen, nur  in  einer  andern  Reihenfolge.  Aus  den  p  geraden 
sind  aber  ^j  imgerade,  aus  den  q  ungeraden  q  gerade  Permuta- 
tionen geworden.     Daraus  ersieht  man,  daß  p  =  q  ist. 

Defliiition  der  n-reihigeu  Determinaute. 

Wir  betrachten  n^  Zahlen,  die  in  quadratischer  Anordnung 
vorliegen  und  durch  Doppelindizes ^)  bezeichnet  sind: 


.1; 


«11  «12  •  •  •  «1« 
«21  «22  ■  ■  ■  «2n 

««1««2  •  •  •  «n« 


Der  erste  Index  des  Elements  a^^  gibt  die  Zeile  an,  in 
der  es  steht,  der  zweite  die  Spalte. 

Wir  wollen  jetzt  n  Elemente  herausgreifen,    die  in  lauter 


1)  Die  Bezeichnung   durch  Doppelindizes  rührt  von  Leibniz   her. 
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verschiedenen  Zeilen  und  in  lauter  verschiedenen  Spalten  stehen, 
und  ihr  Produkt  bikleu.  Dieses  Produkt  hat  folgendes  Aus- 
sehen : 

und  7\,  r^,  .  .  .,  r„  ist  eine  Permutation  von  1,2,..  .,  n.  Es 
gibt  offenbar  n\  Produkte  dieser  Art.  Wir  können  sie  in  zwei 
Klassen  einteilen.  Zur  ersten  Klasse  rechnen  wir  die  Produkte, 
bei  denen  **i,  **27  •  •  ■?  ^'w  ^^^®  gerade  Permutation  ist,  zur  zwei- 
ten die  Produkte,  bei  denen  r^^r^,  ...,  /•,,  eine  ungerade  Permu- 
tation ist. 

Subtrahiert  man  von  der  Summe  aller  Produkte 
erster  Klasse  die  Summe  aller  Produkte  zweiter  Klasse, 
so  entsteht  ein  Ausdruck,  den  man  die  Determiuaiite 
des  Schemas  (1)  nennt  und  mit 


(2) 


ff,,f', 


«, 


11  "12  "Im 

0^21  ^^22   "   '  '  ^^2/1 

«..i«..o  •   •   •  rt.... 


bezeichnet. 

Im  Falle  «  =  2  gi])t  es  nur  zwei  Produkte  (i^^.  a,^ ,  nämlich 

^'11^22        ^^'^       ^12^*21  • 

Das   erste   gehört    zur    ersten,   das   zweite   zur   zweiten    Klasse, 
weil  1,2  eine  gerade  und  2,  1   eine  ungerade  Permutatiou  ist. 
Man  hat  also 


11   12 


■    21  ^22 

oder  mit  andern   Bezeichnungen 
ah 
\cd 


=  «11  «22  ~  '''12^21 


ad  —  hc. 


Im  Falle  «  =  3  gibt  es  3!  =  (5  Produkte  a^^  n^^  a.,^  ,  näm- 
lich folgende: 

^11*22  ^33  >  ^12^*23  ^31'        '*13"21^32 

^ll'^23^32>  ^12'^'21^33;        ^13^22^31 
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Die  drei  ersten  gehören  zur  ersten,  die  drei  letzten  zur  zweiten 
Klasse,  weil 

1,2,3;     2,3,1;     3,1,2 
gerade  und 

1,3,2;     2,1,3;     3,2,1 

ungerade  Permutationen  sind. 
Man  hat  also 

0^21  '^22  ^23  j  I 

I  '^*11^'23^32  ~"  ^''l2%l'^33         ^'l3  ^22^^31  ■ 

I  "■31  "32  "^33  ^ 

Man   sieht,   daß    diejenigen  Produkte   negativ   zu  nehmen  sind, 
die  nur  einen  Faktor  mit  tjleichen  Indizes  enthalten. 


Verhalten  der  Determinante  bei  gewissen 
Vertauschnngen  der  Elemente. 

Das  Produkt  a^^  a.^^  .  .  .  a„^  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
seine  )i  Faktoren  irgendwie  vertauscht  Mau  kann  jede  beliebige 
Reihenfolge  dieser  Faktoren  dadurch  erreichen,  daß  man  in 
**ir  ^2r  ■  ■  •  ^nr„  ^^^®  gewissc  All  Zahl  vou  Maleu  nur  zwei  Fak- 
toren vertauscht. 

Geht  durch  p  solche  Vertauschungen 

über,  so  sind  )\,  r.-^,  .  .  .,  )\^  und  s^,  s^,  .  .  .,  s„  gerade  oder  un- 
gerade Permutationen,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wir  wissen  nämlich,  daß  eine  Permutation  ihre  Klasse  wechselt, 
wenn  man  in  ihr  zwei  Glieder  vertauscht.  1,  2,  .  .  .,  w  und 
r^,  n,,  .  ■•,/■„  gehen  aber  durch  p  solche  Vertauschungeu  in 
Sj,  S.2,  .  .  .,  s„  bzw.  1,  2,  .  .  .,  w  über. 
Man  teile  nun  die  n\  Produkte 

Ö..1V  •  •  •  %,n 

(Si,  «2,  •  ■  •,  s^  eine  Permutation  von  1,  2,  ■  •  •,  n) 

in    zwei    Klassen.      Zur   ersten    Klasse    rechne    man    diejenigen 
Produkte,  bei  denen  s^,  s^,  . . .,  s„  eine  gerade,  zur  zweiten  Klasse 

Kowalüwaki,  Uiffereatial-  und  Integral-Kechnang.  28 
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diejenigen,  bei  denen  s^^Sg,. .  .,s„  eine  ungerade  Permutation  ist. 

Die  Determinante  (2)  wird  dann  gleich  der  Sanime  der 
Produkte  erster  Klasse,  vermindert  um  die  Summe  der  Produkte 
zweiter  Klasse. 

Die  beiden  Determinanten 


A== 


t*i  i  et* 


^21^22  *  *  '  ^2w 


und  B  = 


In 


««1«.2 


«,ml 


^«1  K2 


mögen  in  solcher  Beziehung  zueinander  stehen,  daß  für 
r  =  1,  2,  .  .  .,  II  und  5  =  1,  2,  .  .  .,  >^ 

h    =a 

IS  sr 

ist.     Die  r-te  Zeile  der  einen  Determinante  stimmt  überein  mit 
der  ;'-ten  Spalte  der  andern. 
Nun  ist 

^  =  ^sgn {s^s^  .  •  •  sj  a,  1«.^^.,  •  •  •  a,^„, 

wobei  man  sgnis^Sg  .  .  .  sj  gleich  +  1  oder  —  1  zu  setzen 
hat,  je  nachdem  die  Permutation  s^,  S2,  ■  ■  -,  s^  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Andererseits  ist  aber 

S  =  ^sgU  (  S,  «2  •  •  •  S  J  &1..  ^2.,  •  •   •  Ks„  ■ 

Da  nach  Vorraussetzung 


K  =<'..!,   h 


so  ergibt  sich 


n.^y^ 


A  =  ß. 


h...  =  a. 


Satz  1.  Eine  Determinante  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  sie  so  umschreibt,  daß  die  r-te  Zeile  die 
r-te  Spalte  wird  ('"  =  1,2,...,  u). 

Wir  machen  jetzt  die  Voraussetzung,  daß  />'  aus  A  durch 
Vertauschung  der  r-teu  und  s  ten  Zeile  entsteht.  Man  bezeichne 
die  neue  Permutation,  die  aus  äi,«^,  ...,s„  durch  Vertauscbung 
von  r  und  6*  entsteht,  mit  e^,  6^,  .  .  .,  ö^.     Dann  ist 
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sgn  {6, 6,--  (?J  =  -  sgn  (s,s,  ■  ■  ■  sj 
und  wir  können  schreiben 

Ä  =  -  ^sgn  (öl  6.y  ■  6„  i  a,^i«,^2  •  •  •  a. 
Nach  Voraussetzung  ist  aber 


«.1«.; 


also 


Satz  2.  Eine  Determinante  multipliziert  sich  mit 
—  1,  wenn  man  in  ihr  zwei  Zeilen  vertauscht. 

Wenn  in  der  Determinante  A  die  r-te  Zeile  mit  der  s-ten 
Zeile  übereinstimmt,   wenn  also 

«,1  =  «.1.  Cr2  =  «-2;  •   •   ■,  ttr.  =  <^.n 

ist  (r  ^  s),  so  geht  Ä  bei  Vertauschung  der  ;'-ten  mit  der  s-ten 
Zeile  in  —  J.  über.  Andererseits  bleibt  aber  bei  dieser  Ver- 
tauschung Ä  ungeändert.     Es  ist  daher 

A  =  -Ä,     d.  h.     Ä  =  0. 

Satz  3.  Eine  Determinante  mit  zwei  überein- 
stimmenden Zeilen  ist  gleich  Null. 

Beachtet  man  Satz  1,  so  erkennt  man,  daß  die  Sätze  2 
und  3  auch  für  die  Spalten  gelten. 

Satz  2  läßt  sich  in  folgender  Weise  verallgemeinem: 

Satz  2'.  Wenn  r^,r^,...,)\  eine  beliebige  Permu- 
tation von   1,2,  ...,w  ist,  so  hat  man 


•  a. 


=- scrn{r^r.,  ■  ■  ■  rj 


a,.a. 


%1^22  ■  ■  ■  ^ 


2« 


a,  ,a„ 


«-1«« 


V„l  "'r;,2  "'mn  "-nl  ""«2  "-«n 

Die   Determinante  links   entstehe   aus   der  rechts  durch  p  Ver- 
tauschungen zweier  Zeilen.     Dann  ist  nach  Satz  2 


Va  ^r,2 


a, ,  a, ,  •  •  •  a. 


'■»«    =(-l)P 


«11  «12  •  •  •  «1« 
^21  <*22  ■  ■  ■  «2« 


«r„l«r„2 


•  a. 


a.^a 


«1  "'»2 
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Andererseits  aber  ist 

sgn{r,r,---rj  =  (-iy, 

weil    man    beim    Übergange    von    1,2,...,«    zu    '"i, ''o,  •  •  •,  ^„ 
/)-mal  die  Klasse  wechselt. 

Die  Determinante   als  Funktion  der  Elemente  einer  Zeile. 

Jedes  Glied  der  Determinante  Ä  hat  die  Form  a.  ^  ö»^  . . .  «„^  . 
Es  enthält  aus  jeder  Zeile  ein  und  nur  ein  Element. 

Satz  4.     Die  Determinante   ist   eine   lineare  homo- 
gene Funktion  der  Elemente  einer  Zeile. 
Es  ist  also  z.  B. 

^  =  «n  Al  +  «r2  A2  +   •  •  •   +  arnAn, 

wobei   Ä.^,  A  9,  .  .  .,  Ä^„    von    den    Elemeuten   der   r-ten   Zeile 
gänzlich  unabhängig  sind. 

Man  nennt  A^.^  das  algebraische  Komplement  von  fl^,. 
Um  A^^  zu  finden,  wollen  wir  zuvor  in  A  die  r-te  Zeile  mit 
der  [r  —  l)-ten,  der  (r  —  2)-ten,  .  .  .,  schließlich  mit  der  ersten 
vertauschen  und  sie  dadurch  an  die  erste  Stelle  bringen.  Da- 
durch erhalten  wir  eine  Determinante,  die  gleich  (_—  l)*""^^  ist. 
In  dieser  wollen  wir  die  s-te  Spalte  mit  der  {s  —  l)-ten,  der 
(5  —  2)-ten,  .  .  .,  schließlich  mit  der  ersten  vertauschen.  Die 
neue  Determinante  hat  dann  den  Wert  i—  IV  "^  +  '"^.4  oder 

(-  ly+vi. 

Ausführlich  geschrieben  lautet  sie 

<^rs  «rl  •••«,,.,-1  «,,.^1  ■•«rn 


^;+l,»  ^/  +1,1  ■  ■  ■  ^r  +  l,»-l  ^r+1,1  +  1  "  '  '  ^/  +1,b 


in  n  1  n,s  —  l  n,s  +  l 
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Ist   Ä^.^    das    algebraische   Komplement   rou    a^^  in   dieser 
Determinante,  so  wird 

Es  handelt  sich  also  jetzt  nur  darum,  in  einer  Determinante 
^11^12  ■  ■  -^1« 


das  algebraische  Komplement  B^^  von  b^^  zu  finden.  Die  Glie- 
der yon  B,  die  das  Element  b^^  enthalten,  haben   die  Form 

/•,,...,  >•„  ist  eine  Permutation  von  2,  .  .  .,n. 
Setzen  wir  für  einen  Augenblick 

Grs=^r  +  x,s  +  iy      ('•,  5=  1,2,  •••,«- 1) 
so  wird 

und  ;•,  —  1,  •  •  •,  r^ —  1  ist  eine  Permutation  von  1,2,...,  n  —  1. 
Offenbar  gibt  es  in  l,r.^,...,)\  ebensoviele  Inversionen  wie 
in  ''2  —  1)  •  •  •,  ^'n—  1;  so  daß 

sgn  (1  r2  •  •  ■  rj  =  sgn  (r^  -  1,  •  •  •,  r^  -  1 1 
ist. 

Hieraus  ergibt  sich 


"«-l.r^-l 


oder 


'11  ""IS  "^l,H-l 

^'21  ^'22  ■  ■  ■  ^2,»-] 


"^71-1,1   ^71-1,2  ■  ■   ■  ^n-i,n-l 


Sn  = 


^32  ^33    '  '  '  'hl 


h   ,  b 
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Demnach  ist 


Ä. 


(-  ir+-^- 


n,s—l 


w.»  +  l 


Für  die  Bildung  von  Ä^^  gilt  also  folgende  Regel: 

Um  das  algebraische  Komplement  von  a^^  in  der 
w-reihigen  Determinante  Ä  zu  finden,  streiche  man 
in  A  die  r-te  Zeile  und  die  s-te  Spalte,  d.  h.  die  Zeile 
und  Spalte,  in  der  a^^  steht.  Die  übrig  bleibende 
(n — l)-reihige  Determinante  ist,  wenn  man  noch  den 
Faktor  ( —  1)'+*  hinzufügt,  gleich  dem  gesuchten  alge- 
braischen Komplement. 

Satz  5.  Multipliziert  man  in  einer  Determinante 
jedes  Element  einer  Zeile  mit  dem  algebraischen  Kom- 
plement des  entsprechenden  Elements  einer  andern 
Zeile,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  gleich  Null. 
Ersetzt  man  nämlich  in  A  die  Elemente  der  r-ten  Zeile, 
d.  h.  a,.!,  a^..,, 
wandelt  sich 


so  ver- 


in 


•  ■)  ^rn   bezüglich  durch  a^j,  «^g.  .  .  ., 

Da  die   neue  Determinante   zwei  übereinstimmende  Zeilen  hat, 
so  ist 

",i'^i  +  ^.2^2  +  •  •  •  +  o,„A,.,^  =  0.  (s  ^  r) 

Satz  <).  Sind  die  Elemente  einer  Zeile  Binome,  so 
läßt  sich  die  Determinante  als  Summe  von  zwei  Deter- 
minanten darstellen.  Die  erste  ergibt  sich,  wenn  man 
nur  die  ersten,  die  zweite,  wenn  mau  nur  (li«>  zweiten 
Bestandteile  jener  Binome  stehen   läßt. 

Stehen  in  der  r-teu  Zeile  die  Binome 


•^1^   .'/i, -^8 +.'/.,  •••,.r„ +//„. 


MultiplikatioDssatz. 
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so  ist  die   Determinante  gleich 

(x,  +  ij,)Ä^,  +  (x,  -\-  tj,)Ä^,  +  .  .  .  -f-  (a;„  +  y„)Ä,.^, 
d.  h.  gleich 

Satz  7.  Wenn  man  alle  Elemente  einer  Zeile  mit 
dem  Faktor  X  versieht,  so  multipliziert  sich  die  Deter- 
minante mit  dem  Faktor  A. 

Ersetzt  man  nämlich  a^.^,  rt^,, ...,  a^.^^  durch  Aa^^ ,  ^-(^r^f  ■•■■>^^rnf 
so  verwandelt  sich 

«.l^rl  +  «r2A-2  H +  (^rnAn 

in 

Satz  8.  Addiert  man  zu  den  Elementen  einer  Zeile 
die  mit  A  multiplizierten  entsprechenden  Elemente 
einer  andern  Zeile,  so  bleibt  die  Determinante  un- 
geändert. 

Die  neue  Determinante  läßt  sich  nämlich  nach  Satz  6  und  7 
in  der  Form  Ä  -{-  IB  schreiben,  und  B  ist  eine  Determinante 
mit  zwei  identischen  Zeilen,  also  gleich  Null. 

Die  Sätze  4  bis  8  gelten  auf  Grund  von  Satz  1  auch  für 
die  Spalten. 

Der  Multiplikationssatz. 

Wir  bilden  aus  der  r-ten  Zeile  der  Determinante 


Ä  = 


«11    «12 
«21    «22 


"In 


*2n 


l«,,l««2-  •  •««« 

und  aus  der  6-ten  Zeile  der  Determinante 


B  = 


K  ^12  •  •  -^ „ I 

hl    hi   ■   ■   ■  hn\ 


&nl  ^2  •  •   •  ^« 
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Multiplikationseatz. 


den  Ausdruck 

und  betrachten  die  Determinante 


C 


^21    ^22 


C„,   C„o 


Sie  zerlegt   sich  liei  wiederholter  Anwendung  von  Satz  6 
in  Summanden  von  folgender  Form 

|«'10   Kr,,    «ir,    Kr,,    ■■■,    «1  r,    Kn\ 
\(i2r,   ^r,'   «'2.,   ^2  r,'    "  "  ',    'h  r,    KrJ 


Cnr,Mr„,f^nr,Sr„,-   '   ■,fnr„'b„r„ 

Ein  solcher  Summand  ist  aber  nach  Satz  7  orleich 


«lr/'2, 


hrj'2,,--bnr, 
Kr,Sr,r--Kr„ 


Der  zweite  Faktor  verschwindet,  wenn  )\,  n,  .  .  .,  ;,,  nicht 
alle  verschieden  sind.     Andernfalls  ist  nach   Satz  2' 

Kr,hr,-   -Kr, 

.        .        .  =   Sg>l  (^'l  '2  •  •  •   '■  J 

'&ir    ^2.    •••^„ 

=  sgn  ( )•,  r^  •  •  •  )\)  B. 
Man  hat  demnach 

(^  =  -ö^sgn  ( y,  r«  •  ■  ■  /•„  i  a,  .^a«,^  •  •  •  «„r„  =  -4^, 
d.  h.  die  Determinante  C  ist  das  Produkt  von  A   und  JB. 


/>„  h,,  ■ 

■  •  K. 

6,2  /y.2  • 

■K. 

In     in 

■K 

Systeme  linearer  Gleichungen. 
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Systeme  linearer  (jleiclmngen. 

Wir    betrachten    ein    System    von    u  linearen    Gleichungen 
mit  )*  Unbekannten.     Ein   solches  S3^stem    hat   folgende  Form: 


(3) 


«1,  x^-\-a,^i\^-\ F-fli„Ä-„=&i, 


Die  Determinante 


Ä  = 


^21    ^22 


«„1««2 


I 


nennt    man    die   Determinante    des    Systems    (3).      Wir    wollen 
annehmen,  daß  sie  von  Null  verschieden  ist. 

Ä^^   sei   das   algebraische  Komplement  von  r/^...     Multipli- 
ziert man  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  mit 

und   addiert   sie    dann   alle,   so  erhält  man  nach  Satz  4  und  5 


d.h. 


(r=l,2,..-,»i) 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  diese  Werte 
das  System  (3)  befriedigen.     Es  wird  nämlich 

r 

Ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  mit  »Un- 
bekannten hat  also,  Avenn  die  Determinante  von  Null 
verschieden  ist,  eine  und  nur  eine  Lösung. 


442  Systeme  linearer  Gleichungen. 

Um  sie  zu  finden,  ei'setze  man  in  der  Determinante  A  die 
r-te  Spalte  durch 

h 
h, 

K 

Nennt  man  die  so  entstehende  Determinante  B^,  so  ist 
die  cresuchte  Lösung 

B^  B.  B„ 

■*'i        A  '     -         A  ^         '      "  ~  J. 

Im  Falle  h^  ^  h.2  ^  ■  ■  ■  =  h^^  =  0  haben  wir  ein  System  von 
n  linearen  homogenen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten. 

Ist  die  Determinante  eines  solchen  Systems  von  Null  ver- 
schieden, so  müssen  alle  Unbekannten  gleich  Xull  sein. 

Hat  ein  System  von  n  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  eine  verschwindende  Determinante,  so  gibt 
es,  wie  wir  jetzt  zeigen  woUen,  außer  der  trivialen  Lösung 
x^=  0,x^=  0,  ■  ■  ■,  x^=  0  noch  andre. 

Streicht  man  in  der  Determinante  A  )i  —  li  Zeilen  und 
V  —  h  Spalten  (1  <  A  <  ti),  so  entsteht  eine  A-reihige  Deter- 
minante, die  man  einen  Minor  oder  eine  Unterdeterminante 
von  A  nennt. 

Gibt  es  unter  den  Minoren  von  A  einen  r-reihigen,  der 
von  Null  verschieden  ist,  aber  keinen  mehr  als  r-reihigen,  dem 
diese  Eigenschaft  zukommt,  so  sagt  man,  daß  ^-1  vom  Range  rist. 

Es  liege  nun  das  Svstem 


(4) 


«nl  -^"l  +   "„2  -^i  + \-  «,.„   •'■„  =  <J 


vor,  und  die  Determinante  .4  sei  gleich  Null.  Dann  wird  ihr 
Rang  r  kleiner  als  u  sein.  Ist  er  gleich  NuU,  d.  h.  sind  alle 
Koeffizienten  gleich  XuU,  so  werden  unsere  Gleichungen  von 
jedem  Wertsystem  x^,  .r, x„  befriedigt. 


Systeme  linearer  Gleichungen. 
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Im   Falle  0  <  >•  <  )i   können   wir  die  Gleichungen  so  um- 
ordnen  und    die   Unbekannten    so    umnumerieren,    daß    gerade 

i  a^i  «12-  •  ■  «ir 


Ö-1  a, 


von  Null  verschieden  ist. 
In  der  Determinante 


«11 

«12  • 

•«ir 

«1* 

«21 

«i2  • 

•«2r 

«2t' 

«rl 

«.2- 

••«,, 

(^rJ 

«1 

lt.,      ■ 

•   •   ". 

U'k 

(A->r) 


seien  die  algebraischen  Komplemente  von  u^,  u.^,  .  .  .,  u^ 

Setzen  wir 

x.^=  '  i,  X->=  L'.2,  •  •  •,  30^=  L ^,  Xf.=  c'j 

und  aUe  übrigen  x  gleich  Null,  so  haben  wir  eine  Lösung  des 
Systems  (4).     Demi  es  wird 

«M«^i+«A2^2H +  «A„^„ 

=  «AI  C^i  +  «;.2  C^^  H y  a,^U^  +  a^^  U^ 

«11    «12  •      -«l,«!* 
i«21    «22  ■   •  •  «2r  «2(t 


I  «rl  «ri 


«r.  a. 


«AI   «A2-   •   •   «Ar«Ai 

und  diese  Determinante  ist  im  Falle  h  ^  r  gleich  NuU,  weil 
sie  zwei  übereinstimnieade  Zeilen  hat,  im  Falle  h  >  ;•,  weil  der 
Rang  von  Ä  gleich  r  ist,  also  alle  mehr  als  r-reihigen  Minoren 
von  A  verschwinden. 
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Systeme  linearer  Gleichungen. 


Da 


«1,  «1 


a. 


U,= 


^n    "12  "Ir 

21    ^22  '  '      ^2  r 

^rl   ^r2  ■  ■  •  ^rr 


?o 


ist,  so  haben  wir  eine  Lösung  gewonnen,  die  nicht  aus  lauter 
Nullen  besteht.^) 

Da  /.•  die  Werte  r  +  1,  •  •  •,  «  annehmen  kann,  sind  durch 
das  obige  Verfahren  n  —  r  Lösungen  gefunden.  Wir  wollen 
sie  jetzt  in  folgender  Weise  bezeichnen: 


(5) 


"1  } 

.(2) 


.,(1) 


(2) 


.(1) 


(2) 


1,0,... ,0 
0,1, •■•,0 


(n  —  r)        (n  —  r) 


X 


,(«-'•) 


^o,o,...,i, 


Aus  diesen  n  —  r  Lösungen  läßt  sich  jede  Lösung  des 
Systems  (4)  linear  zusammensetzen.  Ist  nämlich  a^i,  ./v,  •••,  a;„ 
eine  Lösung  von  (4),  so  ergibt  sich  eine  Lösung  desselben 
Systems,  wenn  man  die  Lösungen  (5)  mit  irgend  welchen 
Faktoren  multipliziert  und  zu  x^,  i\,  .  .  .,  x^^  addiert.  Multipli- 
zieren wir  die  Lösungen  (5)  der  Reihe  nach  mit 


und  addieren  sie  dann  zu  x^,  x^,  .  .  .,  x^,  so  kommt  eine  Lösung 
von  folgender  Form  heraus 

Xi ,  x^ ,  •  .  ■,  x^. ,  \),  0,  .  .  .,  U. 
Aus 

«11  x^  +  «12  x<,'  +  ■  ■  ■  +  a^^  2-/  =  0, 

«21  .'^i'  +  «22  '"^o'  +       •   •  +  «2r  ^/  =  0, 
«rl  -'l'  +  «r8  •'^2'  + (-  (frr  '^r    =  <-' 

folgt  aber,  weil  die  Determinante  nicht  verschwindet, 
X, '=  X '=■■■=  x'  =0. 


1)  Multiplizieren  wir  alle  x  mit  1,  f';,  so  wird  x,.  gleich  1. 


Funktionaldeterminanten. 
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x^,  x.^,  .  .  .,  x^  setzt  sich  also  linear  aus  den  Lösungen  (5) 
zusammen.  Umgekehrt  ist  jede  lineare  Kombination  der 
Lösungen  (5)  wieder  eine  Lösung. 


I 


Fanktionaldeterminanten. 

Die  Funktionen 
mögen  an  der  Stelle  ix^,  x^,  ■  .  ■,  a^„)  die  Ableitungen 
besitzen  (r,  s  =  1,  2,  .  .  .,  n)  oder  in  Jacobis  Schreibweise 


Die  Determinante 


cu^ 

dx 

s 

du^ 

OUi 

du^ 

doci 

dx^ 

dx^ 

du. 

du. 

du^ 

8«! 

dx^ 

dx„ 

du„ 

du„ 

^^n 

dx^ 

dx^ 

dx„ 

heißt  die  Funktionaldeterminante  oder  die  Jacobische 
Determinante  der  Funktionen  u^,  u.^,  .  .  .,n^.  Man  hat  für  sie 
die  Bezeichnuneren 


Die  zweite  Bezeichnung  hat  ihren  Grund  in  den  zahl- 
reichen Analogien,  die  zwischen  einem  Ditferentialquotienten 
und  einer  Funktionaldeterminante  bestehen.  Eine  von  diesen 
Analogien  ist  folgende  (vgl.  §  64): 

Die  Funktionen 

mögen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  (uy,  u^,  ■  •  .,  wj  stetige 
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erste  Ableitungen 

haben  {r,  s  =  1,2,  .  .  .,  n). 

(Pi,  (fi,  ■  ■  ',  (Pn  sind  durch  Vei*mittelung  der  Funktionen 
u^,  Mg,  ■  •  ••  w„  (die  wir  uns  iu  einer  gewissen  Umgebung  von 
{x^,  x^,  .  .  .,  xj  definiert  denken)  selbst  Funktionen  von  x^,  x^, 
...,x^,  und  es  gelten  an  der  Stelle  {x^,  x^,  .  .  .,  x^  folgende 
Relationen : 

dq)r  dffr  du^       dcpf.  du^    .  ,   dcpy  du„ 

dx^        dui   dx^    '    du^  dx^  """  9m„  dx^ 

(r,  s=  l,2,...,n) 

Mit  Hilte  des  Multiplikationssatzes  der  Determinanten  er- 
gibt sieh  hieraus 

Wi  «2  •■  •  x,, /        U,  «j  •  •  •  if„/  \a;i  Xj  •  ■  •  x,,/ 

oder  in  der  andern  Schreibweise 

d{ff^,(f>i,-  ■   ,qpj  ^  <^(qPi,qPg,-  •   ^y,,)  d(%,  Wg,  •  ■  •,  u„)  ^ 
d{Xi,  Xj,  •••,a;J       d(u^,  Mj,  ••-,«„)  (/(Xj,  Xj,  •■•,  xj' 

Ist   (pi,  (P2,  ■  ■  ■,  fp„   die  Umkehrung   des   Funktionssystems 

Mj,  tto,  •  •,  ^*/i?  so  wird 


1  0  •  •  •  0 

d{(pi,(Pi,-  ■■,(p„)  ^    0  1    •  •  ■  0 

d(x,,Xj,  •••,  x„)          .      .     .  . 

0  0  •••  1 


=  1 


und  man  hat  also 

rf(Xi  ,  ä 

d(u^,  Mj,  •••,«J  ~  "  *  d{Xi,x,,  ••■,x„) 


rf(Xi  ,  Xg  ,   •  •  -,  X„)  ^    j    ,    f/(M,  ,  Mj,   •  ■  •,   M„) 


Sachregister. 

(Die  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  Seiten  des  Buches.) 


Abelscher  Hilfssatz  235. 

Ableitung  (=  Differentialquotient") 
60;  geometrische  Interpretation 
62;  sie  nimmt  alle  Zwischenwerte 
an  124;  Bedeutung  ihres  Vor- 
zeichens 116.  Höhere  Ableitungen 
74f.  Partielle  Abi.  126;  partielle 
Abi.  höherer  Ordnung  127;  An- 
zahl der  partiellen  Abi.  «-ter  Ord- 
nung 128. 

Absoluter  Betrag  einer  Zahl  28. 

Absolute  Konvergenz  bei  Reihen 
87  f. 

Abszisse  eines  Punktes  auf  einer  Ge- 
raden 51. 

Arcuscosinus,  Arcussinus,  Arcus- 
tangens,  Arcuskotangens  142  f. 

Arithmetisch  -  geometrisches  Mittel 
343. 

Basis  der  natürlichen  Logarithmen 

47. 
Bildfläche  einer  Funktion  von  zwei 

Veränderlichen  57. 
Bildkurve  einer  Funktion  von  einer 

Veränderlichen  55. 
Bildpunkt    einer    Zahl     50,    eines 

Zahlenpaars    54,    eines    Zahlen- 

tripels  56. 
Binomischer     Lehrsatz     TBinomial- 

formel)   105  f;   Gültigkeitsbereich 

115. 
Bogendiff'erential  einer  ebenen  Kurve 

334,  einer  Raumkurve  347. 
Bogenlänge     einer    ebenen     Kurve 

326  f. ;  Eigenschaften  der  B.  330  f. ; 

bestimmtes    Integral   für    die    B. 
"333;  Bogenlängen,  die  durch  ein 

uneigentliches  Integral  dargestellt 

werden  334.  Länge  eines  Ellipsen- 

l)0gens  337,   eines  Lemniskaten- 

bogens  340,     Bogenlänge      einer 

Raumkurve  345. 


Definite  quadratische  Formen  136  f. 

Definitionsbereich  einer  Funktion 
34,  57,  58. 

Determinante,  n-reihige  431,  zwei- 
reihige 432,  dreireihige  433. 

Differential  von  f{x}  60;  geometri- 
sche Interpretation  62;  höhere 
Differentiale  75,  einer  zusammen- 
gesetzten Funktion  76.  Differen- 
tiale (erstes  und  höhere)  von  f{x,  y) , 
von  zusammengesetzten  Funktio- 
nen 130 f.;  geometrische  Inter- 
pretation von  df{x,  y)  420. 

Differentialciuotient  (=  Ableitung) 
61.  Höhere  Differentialquotienten 
75. 

Differentiation  von  f -\- g  62,  fg  63, 
1  :  /'  64 ,  einer  Summe  und  eines 
Produkts  von  p  Funktionen  65, 
einer  rationalen  Funktion  65,  von 
a^,  log  X  66,  einer  zusammen- 
gesetzten Funktion  68 ;  von  arccos, 
aresin,  arctg,  arccot  145;  von 
Potenzreihen  95 f.,  265  f.  Diffe- 
rentiation unter  dem  Integral- 
zeichen 362,  bei  uneigentlichen 
Integralen  364  f.  Partielle  Diffe- 
rentiation 127. 

Differenz  zweier  Zahlen  22. 

Difterenzenquotient ,  geometrisch 
interpretiert  60. 

Dirichletsches  Integral  245 f.;  Satz 
von  Dirichlet  248,  von  du  Bois- 
Reymond   249  f.,  253  f. 

Divergente  Reihen  80.  Zu  jeder  di- 
vergenten Reihe  uiit  positiven 
Gliedern  gibt  es  eine  schwächer 
divergente  321. 

Doppelintegral,  erstreckt  über  ein 
Rechteck  348,  als  (irenzwert  einer 
aufsteigenden  und  einer  absteigen- 
den Folge  349.  Oberes  und  unteres 
Integral  einer  beschränkten  Funk- 
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D  bis  I. 


tion  350.  Integrabilitätbkriterium 
353.  Wenn  f  und  g  integrierbar, 
80  auch  f-\-g  und  f  y  354;  wenn 
/'integrierbar,  so  auch  | /'  354; 
wenn  /'  integrierbar  und  untere 
Grenze  von  /'  nicht  null,  so  ist 
1 :/' integrierbar  354.  Funktionen, 
die  bei  wachsendem  x  und  bei 
wachsendem  y  abnehmen,  sind 
integrierbar  355;  stetige  F.  sind  es 
wegen  der  gleichmäßigen  Stetig- 
keit 35Ö.  Integrierbare  unstetige 
F.  357.  Bestimmtes  und  unbe- 
stimmtes Integral  358.  Zurück- 
lÜhrung  eines  Doppelintegral  auf 
zwei  einfache  Integrationen  359, 
371. 
Doppelintegral,  erstreckt  über  einen 
Normalbereich  372.  Zurückfüh- 
rung  auf  zwei  einfache  Integra- 
tionen 371).  Doppelintegral,  er- 
streckt über  einen  beliebigen  be- 
schränkten Bereich  382. 

miipsenbogen  337  f 

Elliptische  Integrale  338. 

Eulersches  Integral  1.  Gattung  294, 
als  unendliches  Produkt  305 f.; 
Zusammenhang  mit  dem  E.  Inte- 
gral 2.  Gattung  314 f. 

Eulerschc  Konstante  310. 

Eulersches  Integral  2.  Gattung 
(=  Gammafunktion)  304,  als  un- 
endliches Produkt  307  f.  Berech- 
nung von  r{\)  315. 

Exponentialfunktion  ti'  für  ratio- 
nales X  40;  Grenzwert  für  lim  .r 
=  0  42 ;  a"*  für  beliebiges  reelles  x 
4ö;  a  '  '  =  a  (f  ,  [a  )•  =  a  •  ■, 
(aö)-*'  =  a^b'  44.  «'"  ist  stetig  und 
monoton  44.  Grenzwert  von 
(a''  —  1) :  /(  für  lim  Ä  =  0  49. 

Extrema.     Siehe   Maxima  und  Mi- 


Fast  alle.  F.rkläruiig  die.-^es  Aus- 
drucks  14. 

Flächenberechnung  (Quadratur) 
322  f.     Beispiele  324  f 

Folgen.     Siehe  Zahlenfolgen. 


Fouriersche  Konstanten  einer  Funk- 
tion 73. 

Fouriersche  Reihe  273 f.;  ihre  Par- 
tialsummen  274 f.;  arithmetisches 
Mittel  der  2)  ersten  Partialsummen 
276.  Fouriersche  Reihe  einer 
Funktion  von  beschränkter  Vari- 
ation 270  f.  Satz  von  Lipschitz 
278.  Beispiele  Fourierscher  Reihen 
281  f.  Theorem  von  Fejer  über 
das  arithmetische  Mittel  der  p 
ersten  Partialsummen  284 f. 

Funktionuldeterminanten  445. 

Funktionen  von  einer  Veränderlichen 
34.  Ganze  rationale  und  rationale 
Funktionen  35.  Stetigkeit  36. 
Versinnlichung  einer  F.  durch 
eine  Kurve  55. 

Funktionen  von  zwei  Veränderlichen 
5(5.  Versinnlichung  durch  eine 
Fläche  57.     Stetigkeit  57. 

Funktionen  von  n  Veränderlichen 
58.  Stetigkeit  59.  Rationale 
Funktionen  59. 

Gammafunktion.     Siehe  Eulersches 

Integral  2.  Gattung. 
Gleichung    einer    Kurve    55,    einer 

Fläche  57. 
Greensche  Formel  (Verwandlung  von 

.1  fd.r  in  ein  Doppelintegral)  394. 
Verwandlung  von  J  f  d  fl  in  ein 
Dopiielintegral  397. 

Grenze,  obere  und  untere  einer  be- 
schränkte» Zahlenmengo  208. 

Grenzwert  (limes)  15.  Andere  Fas- 
sung der  Limesbe/.iehung  30.  Gr. 
einer  Summe,  eines  Produkts, 
eines  Quotienten  31,  eines  ratio- 
nalen Ausdrucks  32,  eines  abso- 
luten  Betrages  33. 

Häufungswerte  einer  Zahlenfolge  12. 
Oberster  und  unterster  Häufung«- 
wert  einer  beschränkten  Zahlen- 
folge 13  f.  Häufungswerte  als 
Grenzwerte  17  f. 

Implizite  Funktionen  einer  Verän- 
derlichen 158;  ihre  Differentiation 
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160.  Impl.  F.  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 163.  Implizite  Funk- 
tionensysteme 165. 

lutegrabilitätskriterium  für  einfache 
bestimmte  Integrale  213,  für 
Doppelintegrale ,  erstreckt  über 
rechteckige  Bereiche  353. 

Integral,  unbestimmtes  167; 
Existenz  bei  einer  stetigen  Funk- 
tion 168  f.  Verwertung  von  Diffe- 
rentiationsresultaten zur  Auffin- 
dung des  Int.  176  f.  Integration 
ganzer  rationaler  Funktionen  176; 
von  a;",  a\  sinrc,  cos  .r  177,  tgx, 
cot  a;,  1 :  yi  —  x" ,  1  :  (1  +  ^')  i 
1  :  j/l  +  X-  178,  von  f'{x):f(x) 
179,  von  1  :  sin«  180,  1  :  cos  x 
181.  Integration  rationaler  Funk- 
tionen   nach    Leibniz     183;    von 

9t (.c,  yaQX^-\-2aiX  -fa~^) 
190,  von  binomischen  Differen- 
tialen 192 f.;  von  9t (cos  a,',  sin x) 
194,  cos'"  X  sin"  x  197,  1  :  (Ä  cos  x 
-f  B  sin  x)  199;  von  e'^'^  cos  bx, 
e"'' sin  6a;,  (aresin  a;)'"  201;  von 
x'"  aresin  x,  x'"  arctg  x  202. 
Hilfsmittel  zur  Vereinfachung  von 
Integralen  179 f.  Partielle  Inte- 
gration 179.  Einführung  einer 
neuen  Veränderlichen  180. 

Integral,  bestimmtes,  einer  steti- 
gen Funktion  202 f.  Zusammen- 
hang mit  dem  unbest.  Int.  222  f. 
Direkte  Berechnung  best.  Int  204. 
Verallgemeinerung  des  best.  Int. 
205  f.  Das  best.  Int.  als  Grenzwert 
einer  absteigenden  und  einer  auf- 
steigenden Folge  209  f.  Oberes  und 
unteres  Int.  einer  beschränkten 
Funktion  211  f.  Monotone  Funk- 
tionen integrierbar  214.  Wenn 
/",  (f  integrierba'-,  so  auch  /'-(-  r/,  fg 
215.  Wenn  /integrierbar,  so  auch 
f  :  wenn  /integrierbar  und  un- 
tere Grenze  von  f\  nicht  null, 
so  ist  1 :  /■  integrierbar  217.  Funk- 
tionen von  beschränkter  Variation 


integrierbar  218;  sie  sind  als 
Summen  von  monotonen  F.  dar- 
stellbar 219.  Stetige  F.  integrier- 
bar wegen  der  gleichmäßigen  Ste- 
tigkeit 221.  Integrierbare  un- 
stetige F.  226 f.  Das  best.  Inte- 
gral von  /■  als  Funktion  einer 
Grenze  stetig  und  von  beschränk- 
ter Variation  224 :  hat  die  Ablei- 
tung /',  wenn  /'  stetig  225.  Trans- 
formation des  best.  Int.  231. 
Integrale,  uneigentliche,  mit 
endlichem  Intervall  288  f. ;  Fälle 
der  Existenz  291  f.;  Zusammen- 
hang mit  dem  unbest.  Int.  293. 
Uneig.  Int.  mit  unendlichem 
Intervall  296 f. ;  Fälle  der  Existenz 
298 f.;  Zusammenhang  mit  dem 
unbest.  Int.  303. 


n 

ß 


dx   239;    Grenzwert,    da- 


von bei  unendlich  zunehmendem  n 

h 

241  f.      lim.  ("({x)  cos  nx  dx    und 

a 
b 

liva  I  f{x)  sin  nx  dx   •240f.      Das 

a 

Dirichletsche  Integral  245  f.  Euler- 
sche  Integrale  1.  und  2.  Gattung 
294  f.,  304  f.  Poissonsches  Inte- 
gral 316. 

Integration  unendlicher  Reihen  256. 
Gliedweise  zu  integrieren  ist  nicht 
immer  erlaubt  257.  Integration 
unter  dem  Integralzeichen  361,  bei 
uneigentlichen  Integralen  364. 

Intervalle  11. 

Inverse  Funktionen  140 f.  Ihre  Diffe- 
rentiation 143  f. 

Irrationalzahlen  5.  Vergleichung 
einer  Irrationalzahl  und  einer  Ra- 
tionalzahl 6,  zweier  Irrational- 
zahlen 7.  Ungleichungen  zwischen 
zwei  Rationalzahlen  und  einer 
Irrationalzahl  6,  zwischen  einer 
Rationalzahl  und  zwei  Irrational- 
zahlen 7,  zwischen  drei  Irrational- 
zahlen 8. 


Kowalew3ki.   Differential-  und  Integral-Bechnung. 
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K  bis  P. 


Konvergente  Produkte,  unendliche 
311.  Umordnung  der  Faktoren. 
Verschwinden  eines  unendlichen 
P.  313. 

Konvergente  Reihen  80.  Einfachste 
Sätze  über  sie  81  f.  Geometrische 
Reihen  82,  alternierende  83.  R. 
mit  positiven  Gliedern  83.  Ab- 
solut konvergente  Reihen  87 f.; 
Umordnung  der  Gliedererlaubt  88. 

Konvergente  Zahlenfolgen  15.  Ei- 
genschaften von  ihnen  16.  Cauchys 
Konvergenzkriterium  33 f. 

Konvergenz,  absolute  87;  gleich- 
mäßige einer  Reihe  von  Funk- 
tionen 258.  Stärkere  und  schwä- 
chere Kouv.  einer  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  321  f. 

Konvergenziiitervall  einer  Potenz- 
reihe 94. 

Konvergenzkriterium  von  Cauchy  für 
Zahlenfolgen  33 f.  Konvergenzkr. 
^w-f-l/^n  84,  ]/m,j  für  Reihen  mit 
positiven  Gliedern  85;  Verhältnis 
beider  Kriterien  86.  Integral- 
kriterium von  Cauchy  für  Reihen 
mit  positiven  Gliedern  316  f. 

Kouvergenzradius  einer  Potenzreihe 
'J4.  Theorem  von  Cauchy -Hada- 
mard    zu   seiner  Bestimmung  92. 

Koordinaten,  cartesische  eines 
Punktes  in  der  Ebene  54,  im 
Raum  56.  Polarkoordinaten  in 
der  Ebene  339. 

Kosinus,  definiert  durch  eine  Po- 
tenzreihe 100.  Additionstheoreme 
für  Kosinus  und  Sinus  101,  110. 
Kleinste  positive  Wurzel  der  Glei- 
chung cos  X  =  0  (Einführung  von 
ä)   101.     Periodizität  102. 

Kurveuintegrale  386  f  Beziehung 
zwischen    ff  dg   und    fydf  390. 

Ein  Fall,  in  welchem   ff  dg  exi- 
stiert 391. 

Lemniskatenbogen  340  f. 

Logarithmen  zur  Basis  a  44;  Ste- 
tigkeit von  Log.r  45.  Natürliche 
Logarithmen  46  f.  Modul  derLoga- 


rithm.  zur  Basis  10,   104.     Zahl  e 


als  Grenzwert  von  (l  +       ) 
1  \  «  +  1 


und 


('-:)' 


46 ,   als    Grenzwert 


andei-er  Folgen  47  f.  Potenzreihe 
für  log  (1  -(-  x) ;  Berechnung  von 
Tafeln  104. 

Maxima  und  Minima  (Extrema)  bei 
Funktionen  einer  Veränderl.  115. 
Kriterium  (mit  Hilfe  der  Ablei- 
tungen) 11 7  f.;  Beispiel  einer 
Funktion,  bei  der  das  Kriterium 
versagt  119;  Beweis  des  Kriteri- 
ums mittels  der  Taylorschen 
Formel  120.  Funktionen,  die 
rechts  und  links  vom  Extremum 
monoton  sind   121. 

Maxima  und  Minima  bei  Funktio- 
nen zweier  Veränderl.  134;  An- 
wendung der  Taylorschen  Formel 
135;  Kriterium  mit  Hilfe  der  1. 
und  2.  Ableitungen;   137. 

Mittelwertsatz  der  Difierentialrech- 
nung  bei  Funktionen  von  einer 
Veränderlichen  71;  geometrische 
Bedeutung  72;  andere  Schreib- 
weise 73;  verallgemeinerter  Mit- 
telwertsatz 74.  Mittelwertaatz  für 
Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderl. 132. 

Mittel wertsatz,  erster  und  zweiter, 
bei  einfachen  Integralen  232  f., 
235  f.,  393.  Erster  Mittelwertsatz 
bei  Doppelintegralen  376. 

Multiplikationssatz  der  Determinan- 
ten 439. 

Normalbereich  372.  Inhalt,  au.sge- 
drückt  durch  ein  Kurvenintegral 
396. 

Oberflächenberechnung  durch  Dop- 
pelintegrale 420.     Beispiele  427. 

Partialbruchzerlegung  bei  ratio- 
nalen  Funktionen   l8Hf. 

Partialsummen  einer  Reihe  80,  der 
Fourierschen   Reihe  274. 

Partielle  Ableitungen   126. 


P  bis  S. 
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Partielle  Integratiou  beim  unbe- 
stimmten Integral  179,  beim  be- 
stimmten Integral  227  f.,  bei  un- 
eigentlichen  Integralen  294,  304. 

Permutationeu  427  f.  Fehlstände  in 
einer  P.  427.  Gerade  und  ungerade 
P.  431. 

jr ,  Einführung  dieser  Zahl  101.  Ihre 
Berechnung  145  f.;  Leibnizsche 
Keihe  147.  Merkverse  für  die  31 
ersten  Ziffern  150. 

Poissonsches  Integral  316. 

Polarkoordinaten  in  der  Ebene  339, 
(vgl.  auch  199;. 

Potenzreihen  91.  Theorem  von 
Cauchj-Hadamard  92  f.  Bestän- 
dig konvergente  Potenzr.  93.  Kon- 
vergenzradius ,  Konvergenzinter- 
vall 94.  Differentiation  der  Po- 
tenzr. 95  f.,  265  f.  Eindeutigkeits- 
satz 105.  Potenzreihe  für  e^'  98, 
\og{l-\-x)  102,  arctga;  146.  Tay- 
lorsche  Reihe  107.  Potenzr.  konv. 
in  (a^h/  gleichmäßig,  wenn 
<'o,  hy  im  Innern  des  Konvergenz- 
intervalls liegt  265.  Satz  von  Abel 
über  das  Verhalten  an  den  Gren- 
zen des  Konvergenzintervalls  270. 

Produkt  zweier  Zahlen  21. 

Produkte,  unendliche  310 f.  Um- 
ordnung  der  Faktoren.  Ver- 
schwinden eines  unendlichen  Pr. 
313.  Unendliches  Pr.  für  5(2),  g) 
305,  für  r{p)  307. 

(Quadratische   Formen,   binäre  135. 

Kriterium    für    definite    Formen 

136  f. 
Quotient  zweier  Zahlen  24. 

Rationale  Operationen.  Sie  setzen 
sich  aus  vier  Grundoperationen 
zusammen  24.  Rechnungsregeln 
für  rat.  Op.  26. 

Rationalzahlen  3.  Keine  Rational- 
zahl hat  das  Quadrat  2.  Schnitte 
im  Gebiet  der  Rationalzalilen  4. 

Reelle  Zahlen  8.  Bilden  eine  ge- 
ordnete, dichte  Menge  9,  die 
stetig  ist  10.  Summe  zweier 
Zahlen  18,  Produkt  21,  Differenz 


22,  reziproker  Wert  einer  von 
Null  verschiedenen  Zahl  22  ff. 
Versinnlichung  der  reellen  Z. 
durch  die  Punkte  einer  Gera- 
den 50  f. 

Reihen,  konvei-gente  und  diver- 
gente 80.  Geometrische  R.  82, 
alternierende  83.  R.  mit  posi- 
tiven Gliedern  83.  Absolut  kon- 
vergente R.  87 ;  in  ihnen  darf 
man  die  Glieder  umordnen  88. 
Produkt  aus  zwei  absolut  konv. 
R.  88  f. 

Reihen  von  Funktionen  256. 
Gliedweise  zu  integrieren  nicht 
immer  erlaubt  257.  Gleichmä- 
ßige Konvergenz  258.  Gleichm. 
konv.  R.  integrierbarer  Funktio- 
nen hat  eine  integrierbare  Sum- 
me 260;  gliedweise  Integration 
ist  erlaubt  262.  Gleichm.  konv. 
R  stetiger  Funktionen  hat  eine 
stetige  Summe  263.  Eine  R.  von 
stetigen  nicht  negativen  Funk- 
tionen hat  nur  bei  gleichmäßi- 
ger Konvergenz  eine  stetige  Sum- 
me 264.  Potenzreihe  konv. 
gleichm.  in  jedem  Intervall,  das 
im  Innern  des  Konvergenzinter- 
»'alls  liegt  265.  Gleichm.  Konv. 
bei  Reihen  von  der  Form  Ui  f{x) 
-}- a^  f  (2  x)  -^  .  .  .  266.  Trigo- 
nometrische R.  271  f.  Fourier- 
sche  R.  273  f. 

Rektifizierbarkeit  327  f. 

Reziproker  Wert  einer  von  Null 
verschiedenen  Zahl  22  f. 

Rollescher  Satz  70.  Anderer  Be- 
weis 124. 

Schwankung  einer  beschränkten 
Funktion  in  einem  Intervall,  mitt- 
lere Schwankung  in  den  Teil- 
intervallen einer  Zerlegung,  mitt- 
lere Schwankung  in  einem  In- 
tervall 201.  Dasselbe  bei  Funk- 
tionen von  zwei  Veränderlichen 
353. 

Schwarzscher  Satz  über  lineare 
Funktionen  126. 

29* 


452 


S  bis  Z. 


Sinus,  definiert  durch  eine  Potenz- 
reihe 100.  Additionstheoreme  für 
Sinus  und  Kosinus  101,  110. 
Periodizität  102. 

Stetigkeit  bei  Funktionen  von  einer 
Veränderlichen  36.  Anwendung 
rationaler  (Operationen  auf  stetige 
F.  36  f.  Eine  in  <^a,  by  stetige 
F.  hat  einen  kleinsten  und  einen 
größten  Wert  1 22  f. :  Anwendungen 
davon  124  f.,  Satz  von  Schwarz 
125  f.  Stet.  F.  nimmt  jeden 
Zwischenwert  an  39.  läßt  sich 
durch  eine  gleichmäßig  konver- 
gente Reihe  von  Polynomen  dar- 
stellen 287.  Gleichmäßige  Stetig- 
keit 221.  Stetigkeit  bei  Funk- 
tionen von  zwei  Veränderlichen 
57.  Eine  in  <^a,  b;  c,  d/  stetige 
F.  hat  einen  kleinsten  und  einen 
größten  Wert  138  f.  Stetigkeit  bei 
Funktionen  von  n  Veränderlichen 
59.   Gleichmäßige  Stetigkeit  356. 

Stetigkeitsaxiom  bei  der  Zahlen- 
liuie  50. 

Streckenmessung  52  f.  Relation 
zwischen  den  durch  drei  Punkte 
bestimmten  Strecken.  Eulersche 
Formel  für  die  durch  vier  Punkte 
best.  Str.  53.  « 

Summe  zweier  Zahlen  18. 

Taylorscher  Lehrsatz  77.  Ver- 
schiedene Restformen  79.  Beweis 
mit  Hilfe  der  partiellen  Inte- 
gration 229  f.,  234  f.  Taylorscher 
Lehrs.  für  Funktionen  von  zwei 
Veränderlichen  133  f. 

Taylorsehe  Reihe  107  f.  Anwen- 
dung auf  e^  108;  auf  cos  x,  sin 
X  109,  auf  log  (1  -}-x)  110,  auf 
(l-j-.r)"  111.  Beispiel  einer 
Funktion,  die  nicht  durch  ihre 
Taylorsche  Reihe  dargestellt  wird 
120. 

TransfoiTiiation  des  einfachen  be- 
stimmten Integrals  231.  des 
Doppelintegrals  403. 


Trigonometrische  Reihen  271;  Eu- 
lers Methode  zur  Bestimmung 
der  Koeffizienten  aus  der  Summe 
273.     Eindeutigkeitssatz  278  f. 

Ungleichungen  27. 

ümkehrung  (inverse  Funktion)  eines 
stetigen  f\x)  140.  Stetigkeit  der 
inversen  F.  141;  ihre  Ableitung 
143.  ümk  von  cos  a',  sin  a;  142, 
von  tg  X,  cot  .r  143.  ümkehrung 
des  FunktionensA'stems  f(x,  ♦/), 
g{x,y)  unter  gewissen  Beding- 
ungen 150  f;  Stetigkeit  der  Um- 
kehrungsfunktionen 154;  ihre  Ab- 
leitungen 155  f.  Allgemeiner 
Umkehrungs.satz   160  f. 

üneigentlithe  Integrale.  Siehe 
Integrale. 

Unendliche  Produkte.  Siehe  Pro- 
dukte. 

Unendliche  Reihen.     Siehe  Reihen. 

Veränderliche  34. 

Volumen  eines  Körpers,  ausgedrückt 
durch   ein   Doppelintegral   418  f. 

Winkel  zwischen  zwi  i  Geraden  337, 
340. 

Wurzel,  positive  m-te,  einer  po- 
sitiven Zahl  39. 

Zahlen.  Siehe  Rationalzahlen,  Ir- 
rationalzahlen, reelle  Zahlen. 

Zahlenebene  54. 

Zahlenfolgen  11  f.  Folgen,  in  denen 
jede  Katiiinalzahl  vorkommt  11. 
Beschränkte  Zahlenfolgen ;  Satz 
von  Weierstraß  13.  Beschr. 
Zahlenf.  mit  einem  einzigen  Häu- 
fungswert (=  konvergente  Folgen; 
14  f.  Monotone  Folgen  17.  Kon- 
vergenzkriterium von  Canchy  33  f. 

Zahlonlinie  5<'.  Rationale  und  ir- 
rationale Punkte  auf  ihr  51. 
St«tigkeitsaxiom  52. 

Zusammengesetzte  Funktionen  67, 
l3i'.  Aus  stetigen  z\is.  F.  sind 
stetig  67,  130.  Differentiation 
zus.   F.  68,  76,  132. 
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Dini,  l'.,  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränderlichen 
reellen  Größe,  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  von  J.  L  ü  r  o  t  h  und 
A.   Schepp.    XVIII,  .554  S.    gr.  ».    1892.    Geh.  n.  .«.  12.^,  geb.  n.  .//.  13.— 

Handbuch  der  Theorie  der  Fourierschen  Beihen  und  ähnlicher  Dar- 
stellungen. Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Xiels 
Nielsen,     ca.  20  Bogen,     gr.  >*.     1909.     [In  Vorbereitung.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Dirichlct,  P.  G.  Lejeniii'-,  Vorlesungen  über  tlie  im  umgekehrten  Verhältnis 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte.  Herausg.  von  F.  G  r  übe. 
2.  Aufl.     VIII,  184  S.     gr.  8.     1887.     Geh.  n.  J/.  1.— 

Durege,  H..  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  veränder- 
lichen Größe.  In  5.  Auflage  neu  bearbeitet  von  L.  Maurer.  Mit  -11  Text- 
figuren.   X,  397  S.    gr.  8.    190«.    Geh.  n.  M.'.)-—,  geb.  n.  Jl..  10.— 

Theorie    der    elliptischen    Funktionen.      5.    Auflage,    bearbeitet   von   L. 

Maurer.     Mit    36   Holzschnitten.     VIU,   43G   S.     gr.   8.     1908.     Geh.   n. 
Ji.  10.—,  geb.  n.  Jl.  11.— 

Dziobek,  O.,  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung,  ca.  500  S. 
gr.  8      1908.     Geb.     [In  Vorbereitung.] 

Fisher,  J. ,  kurze  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung 
(„Infinitesimalrechnung"J.  Deutach  nach  der  3.  engl.  Aufl.  von  N.  Pinkus. 
Mit  11  Textfiguren.     VI,  72  S.     gr.  8.      1901.     Geb.  n.  .//   1.80. 

Fricke.  R.,  u.  F.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  In  •>  Bänden.  I.  Hand.:  Die  gruppentheoretischen  Grund- 
lagen.    Mit   192    Textfiguren.    XIV,  634  iS.    gr.   8.    1897.    Geh.  n.  Jl.  22.— 

II.  Band. :  Die  funktionentheoretischen  Ausführungen  und  die 

Anwendungen.    1.  Hälfte:  Engere  Theorie   der  automorphen  Funktionen. 
Mit  34  Textfiguren.    282  S.    gr.  8.    1901.    Geh.  n.  ,//.  10.— 

[2.  Hälfte  in  Vorbereitung.] 

Forsytli.A.R.,  Theorie  derDiffen-ntialgleichungen.  I.Teil:  Exakte  Gleichungen 
und  das  Pfaffsche  Problem.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser. 
XII,  378  S.     gr.  8.      1893.    Geh.  n.  M.  12.— 

[Fortsetzung  erscheint  nicht.] 

(;aiis.   lt.,   Potentialtlieorie.     8.     Kart.  u.  geb.     [In  Vorb.] 

Genocclii,  A.,  Differentialrechnung  und  Anfangsgründe  der  Integralreclmung, 
lirsg.  von  G.  Peano.  Autoris.  deutsche  Übersetzung  von  G.  Uohlniann 
und  A.  Schepp.  Mit  Vorwort  von  A.  Mayer.  VII,  399  S.  gr.  «.  1899. 
Geb.  n.  M.  12.— 

(JOurKat,  E.,  Vorlesungen  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Bearbeitet  von  C.  Bourlet.  Autorisierte 
deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser.  Mit  Begleitwort  von  S.  Lie.  XU, 
416  S.     gr.  8.     1893.     (ieh.  n.  Jt  10.— 

Harkneß.  .1.,  illiptischc  Funktionen,     gr.  8.     Geb.    [In  Vorbereitung.] 

Harnack,  A.,  die  F;iemente  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Zur  Ein- 
führung in  das  Studium.  Mit  Tixtfigurcn.  VIII,  409  S.  gr.  N.  1881. 
(ieh.  n.  J(.  7.60,  geb.  n.  Jl.  8.60. 

die   Grundlagen   der   Theorie    des   logarithmischen    Poteutiales   und  der 

eindeutigen    Potentialfunktionen    in    der  Ebene.     IV,  l.ls  S.     gr.  8.     1887. 
Geh.  n.  M  4.20. 

Heffter,  L.,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  einer  unabhängigen  Variablen.  Mit  3  TextJiguren.  XIV,  S.'»8  .S.  gr.  8. 
1K94.     Geh.  n.  J(.  6—,  geb.  n.  Jl  7. — 

HenNel.  K.,  und  (J.  Landsberg.  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Variabein  und  ilire  .Anwendung  auf  algebraische  Kurven  und  Abelsche 
Integrale.  Mit  vielen  Textfiguren.  XV] ,  70f>  S.  gr.  8  1902.  Geb. 
n.  Jl  28.— 

Herglotz,  (•..  Lehrbuch  der  Kugel-  und  verwandten  Funktionen.  Mit  physika- 
lischen und  astronomischen  .\nwendvingen.     gr.  8      Geb.     [In  Vorb.J 

Hubert.  D..  Einführung  in  die  Theorie  der  Integralgleichungen,  gr.  «.  Oeb. 
[In  Vorbereitung.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Holzmüller,  G.,  Einfülirang  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften 
und  der  konformen  Abbildungen,  verbunden  mit  Anwendungen  auf  mathe- 
matische Phvsik.  Mit  26  lithographischen  Tafeln.  VIII,  284  S.  gr.  S.  1S82. 
Geh.  n.  J(.  11.20. 

Jahnke,  E.,  u.  F.  Emde,  Fuuktiouentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  8.  Kart, 
u.  geb.     [Erscheint  im  Januar  1909.] 

Klein,  F.,  über  Riemauns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer 
Integrale.  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellungen.  Mit  Text- 
figuren.   VIII,  82  S.    gr.  8.     1882.    Geh.  n.  Jt.  2.40. 

Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Jlodulfunktionen.  Aus- 
gearbeitet und  vervollständigt  von  R.  Fricke.  2  Bände.  Mit  Textfignren. 
gr.  8.    Geh.    Jeder  Band  n.  Jl.  24.— 

I.  Band.    Grundlegung  der  Theorie.    XX,  764  S.    1890. 
II.       „         Fortbildung   und   Anwendung   der    Theorie.    XV,  712  S.     1892. 

autographierte  Vorlesungshefte.    4.    geh. 

Riemannsche  Flächen.    Neuer,  unveränderter  Abdruck.    1906. 
Heft  1,  (W.-S.  1891/92)  IV,  301  S.    1  „„,„„,„  „  j^^  ^,_ 


Heft  2,  (S.-S.  1892)  IV,  288  S. 


zusammen  n. 


Über  lineare  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung.  Vor- 
lesung, gehalten  im  Sommersemester  1894.  Ausgearbeitet  von  E.  Ritter. 
Neuer  unveränderter  Abdruck.     IV,  524  S.     1906.     n.  M.  8.50. 


Über    clie    hypergeometrische    Funktion.    (W.-S.  1893/94.] 

unveränderter  Abdruck.     IV,  568  S.     1906.     n.  J(.  9.— 


Neuer 


Koenissberger,  L.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Funktionenlehre.  Mit  62  Holz- 
schnitten.   2  TeUe.    gr.  S.     1874.    Geh.  n.  Jl.  21.60. 

I.  TeU.    VIII,  431  S.    n.  J(.  14.— 
n.     „       VII,  219  S.    n.  Jl.  7.60. 

Kowalewskl,  C.  Einführung  in  die  Infinitesimalrechnung  mit  einer  hi-itorijchen 
Übersicht.  Mit  18  Figuren  im  Text.  IV,  126  S.  8.  190:!.  geh.  n.  Jt  1.—, 
Geb.  n.  Jl.  1.25. 

Krazer,  A. ,  Lehrbucli  der  Thetaf uuktionen.  Mit  10  Textfiguren.  XXIV,  509  S. 
gr.  8.    1903.    Geb.  n.  Jl.  24 — 

Kronecker,  L.,  Vorlesungen  über  Mathematik.  Herausg.  unter  Mitwirkung 
einer  von  der  Konigl.  Preußisclien  Akademie  der  Wissenschaften  ein- 
gesetzten Kommission.  I.  Band:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ein- 
fachen und  der  vielfachen  Integrale,  herausg.  von  E.  Netto.  X,  346  S. 
gr.  8.     1894.     Geh.  n.  Jl.  12.— 


Lie,     S.,     Theorie     der    Transformationsgruppen. 
F.  Engel  bearbeitet.     In  3  Abschnitten,     gr.  8 


unter    Mitwirkung   von 
Geh.  n.  Jl.  60  — 


Einzeln :    I.  Abschnitt.     X,  632  S.     1888.     n.  M  18.— 
II.  „  Vn,  555  S.     1890.     n.  M.  16.- 


m. 


XXVU,  831  S.     1893.     n.  Jl.  26.- 


-  Vorlesungen  über  kontinuierliche  Gruppen  mit  geometrischen  und  anderen 
Anwendungen.  Bearbeitet  und  herausg.  von  G.  Scheffers.  Mit  Text- 
figuren.    XV,  810  S.     gr.  8.     1893.     Geh.  n.  Jl.  24.—,  geb.  n.  Jl.  26..50. 


-  Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infinitesimalen 
Transformationen.  Bearbeitet  und  herausg.  von  G.  Scheffers.  XVI, 
568  S.     gr.  8.     1891.    Geh.  n.  .H.  16.—,  geb.  n.  Jl.  18.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Lie.  S.,  Geometrie  der  Berührungstransformationen.  Dargestellt  von  S.  Lie 
und  G.  Scheffers.  In  "2  Bänden.  I.  Band.  Mit  Textfiguren.  XII, 
61)1  S.     gr.  8.     1896.    Geh.  n.  Jf.  24.— 

Lipschitz,  K.,  Lehrbuch  der  Analysis.     2  Bände,     gr.  8. 

I.Band:  Grundlagen  der  Analysis.  59  tS.  1877.  Geh.  n.  Ji  15.— [Vergriffen. 
Neue  Auflage,  bearb.  v.  G.  Landsberg,  in  Vorbereitung.] 
n.       „        Differential-  und  Integralrechnung.     734  S.    1880.    Geh.  n.  JC  8.— 

Lewent,  L.,  konforme  Abbildung.    8.    Kart.  u.  geb.    [In  Vorbereitung.] 

Nenmann,  C,  über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  Zylinderfunktionen  fort- 
schreitenden Entwicklungen,  unter  durchgängiger  Anwendung  des  Du  Bois- 
Keymondsehen  Mittelwertsatzes.    VlII,  140  S.    gr.  4.    1881.    Geh.  n.  JC  7.20. 

Vorlesungen  über  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  2.  voll- 
ständig umgearbeitete  und  wesentlich  vermehrte  Auflage.  Mit  zahlreichen 
Holzschnitten  im  Text  und  1  lithographischen  Tafel.  XIV,  472  S.  gr.  8. 
1884.     Geh.  n.  Jl.  12.— 

Neninann,  F.,  Beiträge  zur  Theorie   der  Kugelfunktionen.     2  Abteilungen  in 
1  Bande.     156  S.     gr.  4.     1878.     Geh.  n.  J(.  ».— 

Vorlesungen   über   mathematische  Physik,   gehalten    an   der    rnivorsität 

Königsberg.  Herausg.  von  seinen  Schülern  in  zwanglosen  Heften. -VI.  Heft: 
Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Potentials  und  der  Kugelfunktionen. 
Herausg.  von  C.  Neumann.  Mit  Texttiguren.  XVI,  364  S.  gr.  s.  im«7. 
Geh.  u.  Jl.  12.— 

Nielsen,  N.,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktioneu.  XIV,  40s  S.  gr.  8. 
1904.     Geb.  n.  Jf.  14  — 

Handbuch  der  Theorie  der  Gammafunktion.  X,326S.  gr.8.  1906.  Geb.  n.^«.12. — 

Theorie  des  Integrallogarithmus  und  verwandter  Transzendenten.  VI,  1(I6  S. 

gr.  8.     1906.     Geh.  n.  J(.  3.6U. 

Osgood,  W.  F.,  Lehrbuch  der  Funktiouentheorie.     In  2  Bänden. 

I.Band.    Mit  150  Figuren.    XII,  642  S.    gr.  8.    1907.    Geb.  n.  J/:  lü.tlO. 

Auch  getrennt: 

1.  Hälfte.    Mit  73  Figuren  im  Text.    306  S.    gr.  8.    1906.    Geh.  n.  JC  7.— 

2.  „         Mit  77  Figuren  i.  Text.  S.  307—642.  gr.  8.  1907.  Geh.  d.  JC  7.60. 
II.  Band.     [In  Vorbereitung.] 

Pascal,  E, ,  die  Variationsrechnung.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von 
A.  Schepp.    VI,  146  S.    gr.8.    1899.    Geb.  n.  Jt.  3.60. 

Pasch,  S.,  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  M"  T^vi- 
figuren.     VU,  188  S.    gr.  8.    1882.    Geh.  n.  M  3.20. 

Grundlagen  der  Analysis.     148  S      gr.  .s.     1908.     Gob.  ca.  n.  JC  ;l  5it 

Perry,  J.,  höhere  Analysis  für  Ingenieure.  Autor,  deutsche  Bearbeitung  von 
K.  Fricke  u.  Fr.  SUchting.    X,  423  S.    gr.  8.    1U02.   Geb.  n.  JC  12.— 

Petit-Bols.  (i.,  Tafi'In  unbestimmter  Integrale.  XII,  154  S.  I.  IHOC.  Geh. 
n.  M  8.— 

Prlnfssheim,  A.,  Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktiououlehre.   (Kleinentare 
Theorie    der  unendlichen  Algorithmen    und  der  analytischen  Fuuktionea 
einer  komplexen  Veränderlichen.)     In  S  Bänden. 
II.  Band. :  Funktionenlehre      gr  8.     Geb.     [In  Vorbereitung] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Baaseiiber^er,  0.,  Lehrbuch  der  Theorie  der  periodischen  Funktionen  einer 
Variabein  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  Diskontinuitätspunkte 
nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Funktionentheorie.  IVIit  Figuren 
im  Text.     Vni,  476  S.    gr.  8.    1S84.    Geh.  n.  M  10  80. 

Bepertorinm  der  höheren  Mathematik.  (Definitionen,  Formeln,  Theoreme, 
Literatur.)  Von  E.  Pascal.  Deutsche  Au-gabe  von  A.  Schepp.  In 
2  Teilen:  Analysis   und   Geometrie.     2.  neubearbeitete  Auflage,     gr.  8. 

I.  Teil:   Die  Analysis.    Unter  Mitwirkung  von  E.  Pascal  sowie  Ph.  Furt- 

wängler,  A.  Guldberg,  H.  Huhn,  E.  Jahnke,  H.  Jung,  A.  Loewy, 
H.  E.  Timerding  hrsg.  von  P.  Epstein,  ca.  700  S.  1908.  Geb. 
ca.  n.  Jl.  12.—     [Erscheint  im  Oktober  1908.] 

LI.  Teil:  Die  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  E.  Pascal,  sowie  L. 
Berzolari,  R.  Bonola,  E.  Ciaui,  M.  Dehn,  Fr.  Dingeldey,  F.  En- 
riques, P.  Epstein,  Giraud,  H.  Grassmann,  G.  Guareschi,  L.  Heffter, 
W.  Jacobsthal,  H.  Liebmann,  J.  MoUerup,  J.  Xeuberg,  U.  Perazzo, 
O.  Staude,  E.  Steinitz,  H.  "Wieleituer  und  K.  Zindler,  hrsg.  von 
H.  E.  Tim  er  ding.  ca.  800  S.  1909.  Geb.  ca.  n.  Jl.  14.— 
[Erscheint  Ostern  1909.] 

Reiche! ,  0.,  Vorstufen  der  höheren  Analysis  und  analytischen  Geometrie. 
Mit  30  Textfiguren.     X,  111  S.    gr.  8.     1904.    Geb.  n.  M.  2.40. 

Biemaiiii,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  und  wissenschaftlicher  Nachlaß. 
Herausg.  unter  Mitwirkung  von  R.  Dedekind  und  H.Weber.  2.  Aufl. 
bearb.  von  H.  Weber.  Mit  Bildnis  Riemanns.  X,  558  S.  gr.  8.  1892. 
Geh.  n.  Jl.  18.— 

Nachträge,   herausg.    von    M.  Xoether  und  W.  Wir t inger.     Mit 

9  Textfiguren.     VLEI,  116  S.     gr.  S.     1902.    Geh.  n.  Jl.  6.— 

Vorlesungen   über    elliptische   Funktionen.     Mit   Zusätzen   herausg.  von 

H.Stahl.     Mit  20  Textfiguren.    VIII,  144  S.     gr.  8.     1899.    Geh.  n.  .«.  5.60. 

Rost.  C,  Theorie  der  Riemannschen  Thetafunktion.  IV,  66  S.  gr.  4.  1901. 
Geh.  n.  Jl  4.— 

Rotiie,  R.,  die  Fourierschen  Eeilien.    8.    Kart.  u.  geb.    [In  Vorbereitung.] 

die  partiellen  Differentialgleichungen.    8.      Kart.  u.  geb.     [In  Vorb.] 

Runge,  K.,  über  graphische  Methoden  in  der  Analysis.    gr.  8.    Geb.    [In  Vorb.] 

Schaflieitlin,  P.«  die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  Mit  1  Figuren- 
tafel.    V,'  128  S.     gr.  (<.     1908.     Kart.  n.  ./Z.  2.80,  geb.  n.  J/.  3.20. 

Schlesinger,  L. ,  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen.  Mit 
6  Figuren.     X,  334:  S.     gr.  8.     1908.     Geh.  n.  J(.  10.—,  geb.  n.  Jl.  11.— 

Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  In  2  Bänden. 

gr.  8.     Geh.  n.  Jl.  50.—,  geb.  n.  M.  56. — 

I.  Band.     XX,  487  S.     1895.     Geh.  n.  Jl  16.—,  geb.  n.  Jl  18.— 

II.  „  I.  TeU.    Mit  Textfiguren.    XVIII,  532  S.    1897.    Geh.  n.  Jl  18.—, 

geb.  n.  Jl  20.— 

IT.      „         II.      „        Mit  Textfiguren.     XIV,  446  S.     1898.    Geh.  n.  Jl  16.—, 
geb.  n.  Jl  18.— 

Schlöniilcli,  0.,  Ü^bungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis.  Mit  Holz- 
schnitten im  Text.     2  Teile,     gr.  8. 

I.  Teil.    Aufgaben    aus    der    Differentialrechnung.       5.  Auflage    von    E. 
Xaetsch.     VIII,  332  S.     Geb.  n.  Jl  8.— 

IL      „       Aufgaben  aus  der  Integralrechnung.    4.  Auflage  von  R.  Henke. 
VIII,  448  S.     1900.    Gph.  n.  Jl  9—,  geb.  n.  Jl  10.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Schoeiiflies.  A.,  die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Funktmannigfaltigkeiten. 
Bericht,erstattet  derDeiitschen  Mathematiker-Vcreuiigting.  2  Teile,  gr.8.  Geh. 

I.  Teil.     Mit  Textfiguren.     \1.  251  S.     1900.     n.  J(.  8.— 

n.     „        Mit  26  Textfiguren.     X,  431  S.     1908.     n.  J(.  12.— 

Sclirödcr.  K..  die  Anfangsgründe  der  DiiTerentialrechnung  und  Integral- 
rechnung. Für  Schüler  von  höheren  Lehranstalten  und  Fachschulen  sowie 
zum  Selbstunterricht.  Mit  zahlreichen  Übungsheispielen  und  L'7  Text- 
figuren.    TU,  131  S.     gr.  8.     190.5.     Kart.  n.  JL  1.60. 

Serret,  J.-A.,  u.  G.  Sclieffers,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Nach  A.  Harnacks  Übersetzung  neu  bearbeitet  von  G.  Scheffers. 
."!  Bde.     Mit  zahlreichen  Textfiguren,     gr.  8. 

I.  Band:    Differentialrechnung.     4.    u.  .5.  Aufl.     XVI,   624  S.     1908.     Geh. 

n.  J{.  12.—,  geb.  n.  J(.  13.— 

II.  „  Integralrechnung.    3.  Aufl.     XIV,  586  S.    1907.    Geb.  n.  JC  13.— 
III.       „  Differentialgleichungen   und   Variationsrechnung.     3.  Auflage. 

[Erscheint  im  Winter  1908.] 

Stahl.  H.,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  Mit  Textfiguren.  X,  354  S. 
gr.  8.     1896.     Geh.  n.  J(.  12.— 

siehe  auch:  Kiem  anns  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen. 

Stolz,  O.j  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung.  In  3  Teilen, 
gr.  8.     Geh.  n.  J(.  24.—,  geb.  n.  J(.  27  — 

I.  Teil.    Beeile    Veränderliche    und    Funktionen.      Mit    4    Textfiguren. 
X,  460  S.     1893.     Geh.  n.  J(.  S —,  geb.  n.  Jf.  9.— 

II.  „       Komplexe  Veränderliche  und  Funktionen.     Mit  33  Textfiguren 

IX,  3:!8  S.     1896.    Geh.  n.  Jt.  8.—,  geb.  n.  J(.  9.— 

III.  „       Die   Lehre   von   den   Doppelintegralen.      Eine  Ergänzung   zum 

I.  TeUe    des  "Werkes.      Mit  41  Textfiguren.    VIII,  296  S     1899. 
Geh.  n.  J(.  8.—,  geb.  n.  JC.  9 — 

Stolz,  0..  und  J.  A.  (iiiieiiier.  Einleitung  in  die  Funktionentheorie.  2.  um- 
gearbeitete Auflage.  Mit  21  Textfiguren.  X,  598  S.  gr.8.  1905.  Geb.  n. 
J(.  15.— 

Auch  in  2  Abteilungen : 

1.  Abt.:  Mit  10  Textfiguren.    VI,  242  S.    gr.  8.    1904.    Geb.  n.  J(.  6.— 

2.  .,      Mit  11  Textfiguren.    VIII,  S.  243— 598.   gr.8.   1905.    GehaJCd  — 

Tesar,  L.,  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  83  Figuren 
im  Text.     VLU,  128  S.     gr.  8.     1906.     Kart.  n.  JC  2.20. 

Tlioniae,  J.,  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale  und  die  Fourierschen 
Keihen.     Mit  10  Textfiguren      VI  u.  182  S      gr.  8.     1908.     Geb.  n.  JL  7.80. 

Sammlung  von  Formeln   und    Sätzen  aus  dem  Gebiete  der   elliptischen 

Funktionen  nebst  Anwendungen.     IV,  44  S.     gr.  4.     1905.    Kart.  n.  M  2.80. 

VlTantl.  <i..  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  Umarbeitung 
unter  Mitwirkung  des  Verfassers  deutsch  heruusg.  von  A.  Gutzraer. 
^^,  512  S.    gr.  8.    1906.    Geb.  n.  JL  12  — 

Weber,  E.  t.,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie  äez 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XI.  62S  S.  gr.  H.  1900. 
Geb.  n.  JC  24.— 

Webster,  A.  0.,  partial  differential  Eiiuations  of  matheniatical  Phjsics.  gr.8 
1909.     Geb.     [In  Vorbereitung  ] 

Wlrllnjrer,  W.,  Untersuchungen  über  Thctafunktionen.  VIII,  125  S.  gr.  4. 
1895.     Geh.  n.  .fi  9  — 

algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale,  gr.  h.    Geh.    [Erscheint  gegen 

Mitte  1909] 
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